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Tato diplomová práce se zabývá posouzením vlivu délky trhliny a úhlu jejího vyhnutí na
napjatostní a deformaèní podmínky na jejím èele u vzorku, který je zatí¾ený smykem. V
první èásti této práce jsou rozebrány jednotlivé pøístupy, vedoucí k popisu vý¹e zmínìných
podmínek, druhá èást se pak zabývá sestavením modelu, kterým jsou urèovány lomové
parametry, jejich¾ hodnoty jsou porovnány v èásti tøetí.
Summary
The primary objective of this masters thesis is to assess the eects of the length of crack
and the angle, of which is this crack inclined on the stress and strain states at its front for
the test sample loaded under shear. The rst part of this thesis will analyze the individual
approaches that lead to the description of the aforementioned conditions. The second part
deals with the FEM model assembly, which will lead to the fracture parameters, the values
of which will be compared in part three.
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Prohla¹uji, ¾e jsem tuto diplomovou práci na téma Popis napjatosti a deformace na
èele vyhnutých trhlin zatí¾ených ve smykových zátì¾ných módech vypracoval samostatnì
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Lom je problém, kterému spoleènost èelí u¾ od dob, kdy se zaèaly objevovat první
lidské výtvory a s rozvojem techniky je tento problém snad je¹tì výraznìj¹í ne¾ v minulých
stoletích. Kupøíkladu velké letecké katastrofy, stojící stovky lidských ¾ivotù, jsou úzce
spjaté s rozvojem moderního leteckého prùmyslu a v minulosti nebyly tak o¾ehavým
tématem, jako tomu je dnes [1].
Na¹tìstí pokroky v oboru lomové mechaniky nám pomáhají takové potenciální hrozby
pøedvídat a následnì na nì patøièným zpùsobem reagovat. Nebylo tomu tak ale v¾dy.
Porozumìní tomu, jak k poruchám v materiálu dochází se znatelnì zlep¹ilo a¾ od ob-
dobí druhé svìtové války, pøed kterým byl obor lomové mechaniky prakticky neexistující
a i v souèasnosti je stále èemu se uèit [1].
Teprve po roce 1970 se toti¾ zaèalo se systematickým studiem únavových poruch sou-
èástí s trhlinami zatí¾enými ve smykových módech. Do té doby byly studie provádìny
pouze pro èistý mód I, kde se pøedpokládalo, ¾e smykové módy II a III jsou podél èela
trhliny nulové. Z in¾enýrské praxe je v¹ak zøejmé, ¾e reálné trhliny na souèástech nejsou
nikdy dokonale rovinné a napjatost v souèástech bývá zpravidla víceosá a právì toto
jsou faktory, které vedou ke vzniku smí¹ených módù. Z vý¹e zmínìného je zøejmé, ¾e pro
správné porozumìní dané problematiky je tøeba brát v zøetel také módy II a III [3, 2].
V prùbìhu let byla pro úèely výzkumu ¹íøení smykovì zatí¾ených trhlin vyvinuta øada
vzorkù a testovacích procedur. V raných letech byly provádìny experimenty na vzorcích
s trhlinami zatí¾enými ve smí¹ených módech I+II a II+III, jak zobrazují obr. 1.1a reps.
1.1b. Zatí¾ení trubkového vzorku krutem (obr. 1.1c) a speciální variace ètyøbodového
ohybu vzorku se ètvercovým prùøezem a vrubem umístìným v jeho støedu (obr. 1.1d)
byly trvale vyu¾ívány po mnoho let. Poslední testovací kongurace (obr. 1.1e) je spolu
s kongurací zpracovávanou v této práci, která bude podrobnìji popsána v následujících
kapitolách, doposud ¹iroce vyu¾ívána pro experimenty a s nimi souvisejícími koneènoprv-
kovými analýzami [4].
Obrázek 1.1: Nìkteré z testovacích procedur vyvinutých za úèelem výzkumu ¹íøení trhlin
zatí¾ených smykovými zátì¾nými módy. [4]
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2. Problémová situace
Pøesto¾e øe¹ení pole napìtí na èele trhlin zatí¾ených v módu I je dokonale propraco-
váno, tak u módu II, v nìm¾ se trhliny ¹íøí pøi smykovém zatí¾ení, tomu tak není. I tento
mód v¹ak pøi ¹íøení trhlin hraje dùle¾itou roli a pro smykovì zatí¾ené trhliny je rozhodující.
S pøihlédnutím k faktu, ¾e reálné trhliny nejsou nikdy dokonale rovinné, nýbr¾ køivolaké,
je úkolem právì této diplomové práce posoudit, jaký vliv má velikost úhlu vyhnutí a délka
trhliny na velikosti souèinitelù intenzity napìtí. Výsledky této práce by mìli být zajímavé
pro øe¹ení reálných trhlin.
2.1. Formulace problému
Vzhledem k vý¹e zmínìnému byl na ústavu materiálového in¾enýrství Erich Schmid v Ra-
kouském Lubnu vyvinut speciální test, který je na jediném vzorku schopen vyvolat rùst
trhlin v èistých módech II a III a smí¹ených módech II+III. Tento test bude v následujících
kapitolách podrobnìji popsán, jeliko¾ slou¾í jako pøedloha pro sestavení modelù vzorkù
obsahujících trhlinu s vyhnutým èelem, zatí¾ených ve smykových módech, v programovém
prostøedí ANSYS. Mým úkolem v rámci této práce je sestrojit tyto modely za úèelem vý¹e
zmínìného posouzení vlivu úhlu vyhnutí trhliny na velikosti souèinitelù intenzity napìtí.
2.2. Cíle øe¹ení problému
Cílem je poskytnout ètenáøi teoretický základ pro pochopení dané tématiky a následnì
s vyu¾itím tìchto znalostí stanovit pole napìtí v blízkém okolí èela vyhnuté trhliny a po-
souzení vlivu geometrie této trhliny na velikost J-integrálu a souèinitelù intenzity napìtí




Lomová mechanika je vìdní in¾enýrský obor, zabývající se poruchami souèástí zpùso-
benými iniciací a rùstem trhliny. Lomová mechanika se zamìøuje na jednu trhlinu, pro ni¾
byly vytvoøeny teoretické koncepty a experimentální techniky, které mají za úkol podat
odpovìdi na následující otázky [5]:
 Dojde k rùstu trhliny pøi daném zatí¾ení?
 Pokud ano, kterým smìrem a jak rychle poroste?
 Dojde k zastavení rùstu trhliny?
 Jaká je maximální dovolená délka trhliny?
 Jakou velikost trhliny lze pro danou souèást je¹tì tolerovat?
 Jaká je zbytková ¾ivotnost souèásti èi konstrukce v závislosti na délce trhliny a da-
ném zatí¾ení?
Nad odpovìïmi pracuje hned nìkolik vìdních oborù a ka¾dý pøichází se svými vlast-
ními koncepty, teoriemi a terminologií. Jako výsledek se lomová mechanika rozdìluje do
následujících podoblastí [5]:
 Experimentální lomová mechanika
 Lineárnì elastická lomová mechanika
 Elasticko-plastická èi nelineárnì elastická lomová mechanika
 Dynamická lomová mechanika
 Numerické metody v lomové mechanice
 Únava materiálu
V rámci této práce budou v následujících oddílech podrobnìji popsány pouze oblasti
lineárnì elastické a elasticko-plastické lomové mechaniky a s nimi spojené øe¹ení MKP.
Ostatní oblasti lomové mechaniky nemají pro øe¹ení této práce význam a proto se jimi
zabývat nebudu.
3.1. Lineárnì elastická lomová mechanika
©iroká oblast lomové mechaniky vyu¾ívá koncepty a teorie pøedpokládající chování mate-
riálu podle Hookova zákona. Této oblasti se øíká lineárnì elastická lomová mechanika
(LELM). Ní¾e budou podrobnìji popsány pøístupy jak energetické, tak napì»ové, ve
zkratce v¹ak lze øíci, ¾e kritéria vycházející z vý¹e zmínìných pøístupù se od sebe od-
li¹ují mno¾stvím materiálového objemu v nich uva¾ovaném. Kritéria energetická bývají
èasto oznaèována jako globální, proto¾e uva¾ují velké mno¾ství objemu materiálu. Na dru-
hou stranu kritéria napì»ová jsou zalo¾ena na stavu napjatosti na èele trhliny a proto¾e se
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pozornost vztahuje na malý objem materiálu okolo tohoto místa, jsou proto oznaèována
jako kritéria lokální.
Pøedpoklady pro lineárnì elastické chování materiálu vedou na nekoneènì velká napìtí
na èele trhliny. Je v¹ak zøejmé, ¾e ve skuteènosti se toto dít nebude. V okolí èela trhliny se
tak budou objevovat oblasti s trvalými plastickými deformacemi a prùbìh napìtí ve smìru
od èela trhliny tak bude mít jiný prùbìh (viz. obr. 3.1). Pou¾itím podmínek plasticity (max
τ , HMH) mù¾eme tyto oblasti urèit a za pøedpokladu, ¾e jsou dostateènì malé, mù¾eme
vyu¾ít principù LELM [5].
Obrázek 3.1: Rozdílný prùbìh napìtí v elastickém a elasto-plastickém materiálu [6]
3.1.1. Energetické kritérium
Energetický pøístup øíká, ¾e k rùstu trhliny dojde v momentì, kdy je ulo¾ená energie
dostateèná k pøekonání povrchové energie materiálu. Tuto formulaci sestrojil Grith na
základì prvního zákona termodynamiky, který øíká, ¾e soustava pøejde z jednoho stavu
do druhého pouze tehdy, pokud celková energie soustavy klesne. Za pøedpokladu, ¾e práce
spojená s pøírùstkem lomové plochy dA má být uhrazena elastickou energií, která se uvolní

















kdeW je celková energie systému,Wel je elastická energie, která je v systému akumulována
a Ws je práce spojená s tvorbou nových povrchù [6].
Na Grithovu práci následnì navázal Irwin a upravil kritérium tak, aby bylo pou-
¾itelné pro øe¹ení problémù z in¾enýrské praxe. Toho docílil tak, ¾e denoval velièinu
rychlost rùstu trhliny (G), pøedstavující energii potøebnou k velmi malému (inkrementál-




Ze vztahu vý¹e je patrné, ¾e slovo "rychlost"nepøedstavuje derivaci dráhy na èase, ale je
chápáno jako rychlost zmìny potenciální energie soustavy v závislosti na rùstu lomové
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plochy. A proto¾e je G poèítáno derivací potenciální energie, ve skuteènosti má význam
síly a proto je oznaèováno jako hnací síla trhliny. Druhá strana rov. 3.1b, oznaèovaná té¾





Takto tedy Irwin z Grithovy energetické bilance (3.1) sestrojil kritérium, které øíká, ¾e
k lomu dojde v momentì, kdy se hnací síla trhliny G rovná hou¾evnatosti materiálu Gc
G = Gc. (3.4)
Jedním ze základních pøedpokladù lomové mechaniky je ten, ¾e hou¾evnatost materiálu
(v tomto pøípadìGc) je brána jako materiálová charakteristika a nezávisí tedy na geometrii
ani velikosti tìlesa s trhlinou a lze ji nìjakým zpùsobem mìøit [6, 1].
Jestli¾e v¹ak chceme mìøit lomovou hou¾evnatost, musíme nejprve dokázat, ¾e je tato
velièina nezávislá na zatì¾ovacích podmínkách. V extrémních pøípadech dochází ke dvìma
typùm zatì¾ování { mìkké (obr. 3.2), u kterého je F = konst a tvrdé zatì¾ování (obr.
3.3), u kterého je posuv ∆ = konst. Celková energie systému lze vyjádøit následovnì
W = Wel −WF , (3.5)
kde Wel odpovídá deformaèní energii ulo¾ené v tìlese a WF odpovídá energii spojené
s prací vnìj¹ích sil. Zavedeme-li velièiny F (síla), ∆ (posuv), a (délka trhliny) a C = ∆
F





WF = F∆. (3.7)
Pro mìkké zatí¾ení tìlesa s trhlinou o ¹íøce B platí, ¾e F = konst a W = Wel − WF .
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Obrázek 3.2: Mìkké zatì¾ování konstantní silou [6, 1]
Obrázek 3.3: Tvrdé zatí¾ení pøi konstantním posuvu [6, 1]
3.1.2. Napì»ové kritérium
Pøesto¾e bylo energetické hledisko navr¾ené Grithem preciznì zpracováno, v konstruk-
térské praxi je jen velmi tì¾ko pou¾itelné. Hlavním problémem byly výpoèty hnací síly
trhliny G pro trhlinu zatí¾eného tìlesa o libovolném tvaru. S øe¹ením problému pøi¹li na-
pøíklad Irwin, Westergaard, Sneddon èi Williams, kteøí jako první odvodili napjatost na
èele ostré trhliny. Pokud je denován polární souøadnicový systém s poèátkem na èele

















kde σij vyjadøuje tenzor napìtí, r a θ jsou polární souøadnice (obr. 3.4), k je konstantou
a fij je bezrozmìrnou funkcí závislou na parametru θ. Èleny vy¹¹ích øádù sice závisí na
geometrii, av¹ak øe¹ení v¾dy obsahuje první èlen, který úmìrný 1/
√
r. Tím pádem se
i napìtí v blízkosti èela trhliny bude s 1/
√
r mìnit a to nezávisle na geometrii tìlesa.
Rovnice 3.11 tak vyjadøuje singularitu napìtí, které je asymptotické vzhledem k r = 0.
Obdobnì se také dá ukázat, ¾e jako se pole napìtí v blízkosti èela trhliny mìní s èlenem
1/
√
r, tak se posuvy mìní se èlenem
√
r [1].
Obrázek 3.4: Zavedení souøadného systému v èele trhliny. Osa z je kolmá na stránku. [6]
Irwin dále studoval chování trhlin a pøedstavil tøi zátì¾né módy, které se u¾ívají
dodnes. Tyto módy jsou znázornìny na obr. 3.5. U módu I je zatí¾ení normálové na rovinu
trhliny a vede tak k jejímu rozevírání. Mód II je oznaèován jako rovinný a mód III jako
antirovinný. U obou tìchto módù je trhlina zatí¾ená pouze smykovì. Libovolné zatí¾ení
trhliny mù¾e být urèeno superpozicí tìchto tøí módù [1]. V praxi pak bylo prokázáno, ¾e
u smykovì zatí¾ených trhlin dochází k odklonu do módu I, ve kterém se pak trhliny pri-
márnì ¹íøí. Proto jsou také teorie a experimenty u trhlin zatí¾ených v normálovém módu
I zpracovány mnohem preciznìji, ne¾li je tomu u módù smykových [7].
Obrázek 3.5: Tøi zátì¾ové módy, kterým mù¾e být vystavena trhlina.[6]
Av¹ak v ka¾dém z tìchto zátì¾ných módù se projevuje singularita 1/
√
r na èele trh-
liny, pøièem¾ konstanta k a funkce fij se pro jednotlivé módy li¹í. Pro vhodnìj¹í popis
byla zavedena velièina souèinitel intenzity napìtí (nebo té¾ faktor intenzity napìtí) K,
která nahrazuje pùvodní konstantu k, pøièem¾ K = k
√
2π. Souèiniteli intenzity napìtí se
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obvykle pøiøazuje index, který odli¹uje, ke kterému zátì¾nému módu se daný souèinitel
vztahuje (KI , KII , KIII). Takto pak mohou být zapsány rovnice popisující pole napìtí































kde rov. 3.12a popisuje pole napìtí pro mód I, rov. 3.12b pro mód II a 3.12c pro mód III.
Pro zatí¾ení ve smí¹ených módech, tedy pokud je pøítomno více módù najednou, platí










Souèinitel intenzity napìtí popisuje amplitudu singularity na èele trhliny. To znamená,
¾e napìtí v blízkém okolí èela trhliny se zvy¹ují pøímo úmìrnì s rostoucím K. Pokud v¹ak
K známe, mù¾eme pomocí nìj urèit nejen v¹echny napì»ové parametry, ale i v¹echna
pøetvoøení èi posuvy jako funkce r a θ. K tedy zcela denuje podmínky v oblasti, kde
dominuje singularita [1].
Budeme-li tedy pøedpokládat, ¾e v materiálu dojde k lokální poru¹e pøi urèité kom-
binaci napìtí a pøetvoøení, pak k rùstu trhliny dojde pøi urèité kritické hodnotì K. Tato
hodnota Kc se nazývá lomovou hou¾evnatostí, je materiálovou charakteristikou a nezá-
visí tedy na geometrii ani velikosti tìlesa s trhlinou. Nezávislost na geometrii v¹ak platí
pouze za urèitých podmínek a to konkrétnì tehdy, kdy¾ je plastická zóna malá v porov-
nání s tlou¹»kou tìlesa a je tak dosa¾eno rovinné deformace na rozhraní mezi elastickou
a plastickou zónou. Dále je tøeba podotknout, ¾e i v pøípadì, kdy je omezena plasticita
na èele trhliny se hodnoty Kc li¹í pro jednotlivé zátì¾né módy, tedy [1]
KIc 6=KIIc 6=KIIIc
Vìt¹ina materiálù je citlivìj¹í k lomu pøi normálových tahových napìtích spí¹e ne¾
pøi napìtích smykových. Jak ji¾ bylo vý¹e zmínìno, u smykovì zatí¾ených trhlin dochází
k odklonu do módu I, módy II a III tedy k ¹íøení trhliny obvykle nevedou. Jinými slovy
hodnoty KIIc a KIIIc bývají obvykle vy¹¹í ne¾ hodnoty KIc [1].
Do této chvíle tedy byly pøedstaveny dva parametry popisující chování trhlin:
rychlost ¹íøení trhliny G a souèinitel intenzity napìtí K. G popisuje zmìnu energie napja-
tosti pøi malém pøírùstku trhliny (tedy globální vlastnost), zatímco parametr K popisuje
napìtí a posunutí v blízkosti èela trhliny (tedy vlastnost lokální). Pro lineárnì elastický
















kde E ′ = E pro rovinnou napjatost, E ′ =
E
1− µ2
pro rovinnou deformaci, Gs je modul
pru¾nosti ve smyku a µ je Poissonova konstanta.
3.2. Elasto-plastická lomová mechanika
Pokud je plastická zóna na èele trhliny ji¾ pøíli¹ velká, obvykle
rp≥5− 10%at,
kde rp je polomìr plastické zóny a at je celková délka trhliny, pak pole napìtí a deformací,
vyu¾ívaných pro výpoèty LELM, ji¾ nejsou platná.
Obdobný pøedpoklad platí také pro nelineárnì elastické materiály, jako jsou napøíklad
kompozity a polymery. Pro tyto pøípady platí, ¾e popis rùstu trhliny ji¾ nemù¾e být vyjá-
døen pomocí souèinitelù intenzity napìtí. Z tohoto dùvodu byly zavedeny nové parametry,
které mají za úkol popsat podmínky na èele trhliny v elasto-plastickém materiálu. Jeden
takový parametr se nazývá kritické rozevøení trhliny δ (dále. CTOD1), druhý se pak na-
zývá J-integrál a oba mohou být pou¾ity jako lomová kritéria [1, 5]. Jejich kritické hodnoty
jsou toti¾ odhadem lomové hou¾evnatosti materiálu témìø nezávislé na rozmìrech tìlesa
s trhlinou i pro relativnì velké plastické zóny na jejím èele. Samozøejmì jistá omezení
platí i v pøípadech parametrù J a δ, av¹ak tato omezení jsou mnohem ménì svazující
ne¾ po¾adavky LELM [1]. A pøesto, ¾e jsou výpoèty EPLM výpoètovì nároènìj¹í, obecnì
platí, ¾e tyto výpoèty jsou platné i v oblastech LELM [7].
3.2.1. Koncepce J-integrálu
Dal¹ím parametrem pro urèení chování trhlin je, jak ji¾ bylo vý¹e zmínìno, parametr
J . Idealizací elasto-plastických deformací jako deformací nelineárnì-elastických roz¹íøil
Rice roku 1968 lomovou mechaniku daleko za oblast platnosti LELM. Na obr. 3.6 je
ukázáno chování elasto-plastického a nelineárnì elastického materiálu pøi jednoosé tahové
zkou¹ce. Jde vidìt, ¾e u obou typù materiálù se pøi zatì¾ování materiál chová identicky
a rozdíl nastává a¾ pøi odtí¾ení, pøi kterém se nelineárnì-elastický materiál vrací po té¾e
køivce zpátky do místa nulového napìtí a deformace, zatímco elasto-plastický materiál se
vrací po pøímce se smìrnicí rovné Youngovu modulu pru¾nosti E. Jinými slovy, pokud
budeme elasto-plastický materiál odlehèovat nebo cyklicky zatì¾ovat, nelze jeho chování
popsat jednou jedinou rovnicí, proto¾e jedné hodnotì napìtí budou odpovídat dvì èi
více hodnot pøetvoøení. Budeme-li v¹ak pøedpokládat, ¾e se napìtí ve zkoumaném tìlese
zvy¹uje monotónnì a k odtí¾ení nedojde, pak se oba modely materiálu chovají identicky
a lze tedy materiál elasto-plastický nahradit materiálem nelineárnì elastickým [1].
Deformaèní teorie plasticity, která svazuje deformace a napìtí v materiálu je tedy
ekvivalentní s teorií nelineární elasticity. Toho Rice vyu¾il a prokázal, ¾e rychlost ¹íøení
trhliny v nelineárním materiálu J , mù¾e být zapsána jako na integraèní cestì nezávislý
køivkový integrál.
1Z anglického crack tip opening displacement
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Obrázek 3.6: Napìtí vs. pøetvoøení nelineárnì elastického a elastoplastického materiálu
pøi jednoosé tahové zkou¹ce. [1, 7]
Pod pojmem J-integrál chápejme trojslo¾kový vektor ~J ve trojrozmìrném prostoru,
jeho¾ hodnoty se získají integrací po køivce Γ. V ka¾dém bodì této køivky se urèují hodnoty











kde ~n je jednotkový vektor normálový na Γ, ti oznaèujeme jako vektor povrchových sil,





Uva¾ujeme-li lokální souøadný systém s poèátkem na èele trhliny s osou x1 ve smìru
trhliny, jako je tomu na obr. 3.7, pak to, co obecnì nazýváme J-integrálem v lomové
mechanice, je první slo¾ka vektoru ~J , tedy slo¾ka ve smìru x1 [5].









Pokud chceme vy¹etøit nezávislost J-integrálu na integraèní cestì, volíme jako tuto cestu
uzavøenou køivku, která obíhá okolo èela trhliny a podél obou jejích lící. Tato køivka je
zobrazena na obr. 3.7. Hodnota integrálu pro uzavøenou køivku je rovna nule a lze ji urèit
jako souèet pøíspìvkù jeho jednotlivých èástí.
J = J1 + J2 + J3 + J4 = 0 (3.18)
Pøedpokládejme, ¾e líce trhliny nejsou zatí¾ené, tedy ti = 0. Rovnì¾ jednotkový vektor
~n smìøuje na lících trhliny pouze ve smìru x2, tedy n1 = 0. Je zøejmé, ¾e na èástech køivky
Γ3 a Γ4 budou hodnoty integrace nulové a J-integrál se skládá pouze z pøíspìvkù integrálù
podél køivek Γ1 a Γ2. Pokud integrujeme podél køivky proti smìru hodinových ruèièek,
je výsledná hodnota kladná, naopak pokud integrujeme po smìru hodinových ruèièek, je
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Obrázek 3.7: Uzavøená integraèní cesta okolo vrcholu trhliny. [1]
výsledek záporný. S touto znaménkovou konvencí je zøejmé, ¾e hodnoty integrálù podél
køivky Γ1 a Γ2 jsou toto¾né [5].
S tìmito poznatky mù¾eme øíci, ¾e jakýkoliv integrál po neuzavøené køivce, která
zaèíná na líci trhliny, vede okolo jejího èela a konèí na líci protilehlé, bude mít v¾dy
stejnou hodnotu a je tedy nezávislý na integraèní cestì [5].
Hutchinson, Rice a Rosenberg také prokázali, ¾e J doká¾e jednoznaènì popsat napìtí
a deformace v nelineárním materiálu. Z vý¹e zmínìného tedy vyplývá, ¾e J-integrál lze
chápat jak jako parametr energetický, tak jako parametr napì»ový [1, 8].
J jako hnací síla trhliny
Obdobnì jako v èásti 3.1.1 Rice prokázal, ¾e køivkový J-integrál pøedstavený v této ka-
pitole odpovídá rychlosti ¹íøení trhliny v nelineárnì elastických materiálech a je nezávislý
na zpùsobu zatì¾ování. Celkovou energii systému lze podobnì jako v pøípadì lineárnì
elastického materiálu (rov. 3.5) zapsat jako [1, 8]:
W = U −WF , (3.19)
kde W je celková potenciální energie systému, U je deformaèní energie ulo¾ená v tìlese
a WF je energie spojená s prací vnìj¹ích sil. Z obr. 3.8 je patrné, ¾e zmìna doplòkové
deformaèní energie dU∗ pøi mìkkém zatì¾ování se oproti zmìnì deformaèní energie −dU
tvrdého zatì¾ování li¹í o 1
2
dFd∆, která je v¹ak zanedbatelnì malá oproti dU . Obdobnì jako

































Integrací tìchto rovnic lze jasnì dokázat to, co je patrné z obr. 3.8, tedy, ¾e J pro mìkké
zatì¾ování je stejné jako J pro tvrdé zatì¾ování. Mù¾eme tedy J prohlásit za zobecnìnou
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verzi rychlosti ¹íøení trhliny. Za pøedpokladu, ¾e uva¾ujeme materiál lineárnì elastický,
pak J = G [1].
Pøi aplikaci tìchto poznatkù pro øe¹ení elasto-plastických materiálù je v¹ak nutné
si uvìdomit, ¾e rychlost ¹íøení trhliny ji¾ nelze, tak jako do této chvíle, denovat jako
potenciální energii uvolnìnou pøi ¹íøení trhliny v elastickém materiálu. Vìt¹ina deformaèní
energie se toti¾ elasto-plastickým materiálem absorbuje pøi rùstu trhliny nebo pøi odtí¾ení
tìlesa. Proto je vhodnìj¹í rychlost ¹íøení trhliny, radìji ne¾ energii uvolnìnou, denovat
jako energii absorbovanou vzorky s podobnými délkami trhlin. Energetická formulace J je
mimoøádnì významná pøi experimentálních mìøeních J [1].
Obrázek 3.8: Rychlost ¹íøení trhliny v nelineárním materiálu. [8, 1]
J jako faktor intenzity napìtí
Hutchinson, Rice a Rosenberg nezávisle na sobì prokázali, ¾e J-integrál popisuje pod-
mínky na èele trhliny. Jejich pøedpoklady vycházeli z Ramberg-Osgoodovi rovnice a pro-
kázali, ¾e pokud má J zùstat nezávislé na integraèní cestì, pak se musí napìtí a deformace
v elasto-plastickém materiálu mìnit v závislosti na 1/r v blízkosti èela trhliny. Ve vzdá-
lenostech velmi blízkých k èelu trhliny, kde dominuje plastická deformace, je deformace
elastická zanedbatelná v porovnání s celkovou. Tyto dvì podmínky vedou k pøedpokladu,
















u nich¾ k1 a k2 jsou konstanty úmìrnosti a n se v Rambeerg-Osgoodovì rovnici nazývá
koecientem deformaèního zpevnìní. V oblasti LELM platí, ¾e n = 1 a rov. 3.22 tak pøed-
povídá lineárnì elastickou singularitu 1/
√
r. Vhodnou aplikací okrajových podmínek lze
získat skuteèné rozlo¾ení napjatosti a deformace, které oznaèujeme jako HRR singularitu,
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pojmenovanou po Hutchinsonovi, Riceovi a Rosenbergovi. Je zøejmé, ¾e J popisuje am-
plitudu HRR singularity, stejnì jako souèinitel intenzity K popisuje amplitudu lineárnì
elastické singularity. Proto mù¾eme øíct, ¾e J integrál poskytuje úplný popis napjatosti
v rámci plastické zóny na èele trhliny a lze ho uva¾ovat jako parametr napì»ový [1].
3.3. Numerické metody v lomové mechanice
Jak ji¾ bylo nìkolikrát zmínìno, pøi výpoètech LELM a EPLM se urèuje parametr ¹íøení
trhliny, který se dále porovnává s jeho kritickou hodnotou urèenou z experimentù a to
za úèelem urèení chování trhliny. Parametry zmínìné v této kapitole (G, K, δ a J) se
pøi znaèném úsilí dají urèit analyticky, ale výpoèty bývají mnohdy velmi slo¾ité i pro
jednoduché úlohy. Pou¾itím numerických metod je mo¾né urèit hodnoty vý¹e zmiòovaných
parametrù mnohem pøímoèaøeji a to i pro praktické problémy. Programy pro výpoèty
metodou koneèných prvkù jsou velmi dostupné a mohou být mimo jiné pou¾ity právì
pro výpoèty hodnot parametrù ¹íøení trhliny. Jedním z takových programù je i program
ANSYS, ve kterém jsou zpracovávány výpoèty právì této diplomové práce. Pøesto¾e nové
postupy a implementace do tìchto programù jsou stále ve vývoji, pøi drobné adaptaci
sítì se dají pou¾ít i klasické elementy. Napøíklad výpoèty J-integrálù a K faktorù jsou
ji¾ v tìchto programech standardem. Kromì metod MKP lze pou¾ít i metody hranièních
prvkù (MHP), ale programy vyu¾ívající tyto metody nejsou tak dostupné, jako je tomu
u metody koneèných prvkù [5].
3.3.1. Metoda koneèných prvkù
Pøi pou¾ití metody koneèných prvkù se zkoumaná oblast diskretizuje na malé podoblasti
oznaèované jako prvky nebo té¾ elementy. Prvkù existuje nìkolik druhù, od jednodimen-
zionálních prutových prvkù, pøes dvoudimenzionální rovinné prvky po tøídimenzionální
tìlesa. Jednotlivé prvky jsou mezi sebou spojeny v bodech zvaných uzly (nody) a v tìchto
uzlech je prosazována spojitost posuvù [1].
Uvnitø ka¾dého prvku se zavádí tzv. isoparamterický lokální souøadný systém (ξ, η),
v nìm¾ se souøadnice mìní od −1 do 1, jak je zobrazeno na obr. 3.9, kde má levý dolní uzel
souøadnice (−1,1) a pravý horní uzel (1,1). V¹imnìte si, ¾e tento lokální systém nemusí
být ortogonální [1].
Obrázek 3.9: Lokální a globální souøadný systém pro dvoudimenzionální prvek [1].
25
3.3. NUMERICKÉ METODY V LOMOVÉ MECHANICE










kde n je poèet uzlù v prvku a Ni je tvarová funkce odpovídající uzlu i, jeho¾ souøad-
nice jsou (xi,yi) v globálním souøadném systému a (ξi,ηi) v parametrickém souøádném
systému [1].
Tvarové funkce jsou polynomy, které pomáhají kvantikovat pole velièiny uvnitø ele-
mentu. Nabývají hodnot 1 v uzlu i, zatímco v ostatních uzlech nabývají hodnot 0. Stupeò
polynomu závisí na mno¾ství prvkù uvnitø elementu. Napøíklad pro element, který má
uzly pouze v rozích, bude Ni lineární. Pokud budou hrany elementu rozdìleny jedním ele-
mentem, jako je tomu napøíklad na obr. 3.9, pak je tøeba u¾ít kvadratických interpolací [1].









kde (ui,vi) jsou nodální posuvy v závislosti na x a y. Pomìrné deformace lze urèit derivací
posuvù ε = ∂u.
3.3.2. Pou¾ití vhodných prvkù
Pøi øe¹ení problémù z lomové mechaniky je klíèem k úspìchu správné vymodelování tìlesa
vèetnì oblasti okolo trhliny a následné urèení po¾adovaných parametrù. Aby bylo dosa¾eno
co mo¾ná nejpøesnìj¹ích výsledkù, je tøeba zvolit správné prvky. Pro dvoudimenzionální
úlohy je doporuèeno vyu¾ít prvkù vy¹¹ích øádù s 8 uzly, pro tøídimenzionální úlohy pak
prvky vy¹¹ích øádù s 20 uzly. V programu ANSYS lze takové prvky najít pod oznaèe-
ním PLANE183 a SOLID186, u obou tìchto prvkù dochází ke kvadratické interpolaci
nodálních posuvù. To znamená, ¾e pøesto¾e mají hrany prvkù pùvodnì charakter úseèek,
po deformaci mohou nabývat tvarù parabolických (viz. obr. 3.10). Pøetvoøení, která se
urèují jako derivace posuvù, jsou v lokálním souøadném systému prvku víceménì line-
ární a stejnì tak i napìtí, která jsou pøímo úmìrná pøetvoøením. Navíc lze pomocí tìchto
prvkù provádìt elasto-plastické výpoèty, podporují té¾ hyperelasticitu, velké deformace,
napì»ová zpevnìní èi creep. Jejich vyu¾ití je tedy ¹iroké i mimo oblasti lomové mechaniky
[5, 9].
3.3.3. Tvorba sítì okolo trhliny
Tvorba sítì kolem trhliny je nejdùle¾itìj¹í souèástí modelù s trhlinou a je nezbytná pro
správné urèení parametrù popisujících chování trhliny. Ve dvoudimenzionálních úlohách
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Obrázek 3.10: Deformace osmi-uzlových prvkù s kvadratickými bázovými funkcemi [5]
se místo styku lící trhliny nazývá vrchol, ve tøídimenzionálních úlohách pak èelo trhliny.
Toto je znázornìno na obr. 3.11. Pøi tvorbì sítì se uzly na horní a dolní líci trhliny mohou
Obrázek 3.11: Èelo a vrchol trhliny. [9]
nacházet na stejných souøadnicích, nesmí v¹ak být spojené.
Pokud je materiál uva¾ován jako lineárnì elastický, pak bylo v této kapitole ukázáno,
¾e se napìtí mìní v závislosti na 1/
√
r a deformace v závislosti na
√
r, kde r je vzdálenost
od èela trhliny (viz. obr. 3.4). Velmi velké gradienty napìtí na èele trhliny mohou být
popsány pouze velmi malými elementy, nicménì bylo zji¹tìno, ¾e zjemòování sítì nevede
k její konvergenci. Dùvodem této nepøijatelné závislosti sítì je singularita okolo trhliny,
která nemù¾e být popsána bì¾nými bázovými funkcemi elementù.
Jedním øe¹ením mù¾e být zmìna bázových funkcí elementù tak, aby tuto singularitu
dokázali postihnout. Výsledkem jsou pak tzv. obohacené prvky, které jsou pou¾itelné pouze
v okolí trhliny. Dal¹ím øe¹ením mù¾e být zmìna variaèního principu, který je základem
MKP. To vede k tzv. hybridním prvkùm, u kterých jsou napìtí neznámými uzlovými
promìnnými. Pou¾ití tìchto prvkù v¹ak mnohdy vy¾aduje implementaci tìchto prvkù a
nových postupù s nimi spojených, co¾ nemusí být v¾dy proveditelné u komerèních MKP
øe¹ièù [5].
Na¹tìstí je zde i mo¾nost, jak napìtí okolo èela trhliny spoèítat pomìrnì velmi pøesnì
s vyu¾itím pouze drobné úpravy klasických prvkù. Tyto prvky se oznaèují jako tzv. sin-
gulární prvky [9] a vznikají tak, ¾e se klasický osmi-uzlový ètyøúhelník (resp. ¹estistìn)
degeneruje na trojúhelník (resp. klín) a meziuzly se pøesunou k uzlu na vrcholu nebo èele
trhliny tak, ¾e rozdìlí hrany prvku v pomìru 1 : 3. Dále se do vrcholu èi èela trhliny
shlukují uzly (napø. I,P,L na obr. 3.14a), které zabírají stejné místo v prostoru.
Pøi øe¹ení problémù LELM jsou tyto uzly pevnì svázány a vý¹e zmínìné modikace
provedené na prvku v nìm vytváøí umìlé singularity, které jsou témìø shodné s teoretickým
prùbìhem singularity 1/
√
r a vedou tak ke zvý¹ení pøesnosti výpoètù [1, 7].
Pøi tvorbì plastické zóny v¹ak singularita 1/
√
r nadále neexistuje a proto je pou¾ití
elastických singulárních prvkù nevhodné pro elasto-plastické problémy. Prvek vykazu-
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jící po¾adované vlastnosti pro elasto-plastické výpoèty je v¹ak velmi podobný prvku pro
výpoèty elastické. Opìt se jedná o degenerovaný ètyøúhelník èi ¹estistìn, av¹ak uzly ve
vrcholu trhliny nejsou pevnì svázány a poloha meziuzlù je nezmìnìna (obr. 5.7). Takto se
vytváøí umìlá singularita 1/r, která odpovídá skuteèné napjatosti na èele trhliny pro plnì
plastické nezpevòující materiály [1]. Dal¹í výhodou tìchto elementù je mo¾nost urèení pa-
rametru δ (CTOD) z deformované sítì. Pøesto¾e se pùvodnì uzly na èele trhliny nacházely
na stejném místì, deformací elementu se od sebe oddìlily. Parametr δ tak mù¾e být urèen
z deformovaného tvaru trhliny prostøednictvím metody prùseèíku 90 (viz. obr. 3.13).
(a) Singulární elastický element (b) Singulární plastický element
Obrázek 3.12: Elementy vhodné pro pou¾ití okolo vrcholu trhliny pøi elastických nebo
elastoplastických výpoètech [1]
Obrázek 3.13: Deformovaný tvar plastických singuárních elementù. Uzly roztahují a tak
lze mìøit CTOD [1].
Pro vìt¹inu problémù je nejefektivnìj¹ím øe¹ením tvorby sítì tìlesa obsahujícího trhlinu
vytvoøit kolem jejího èela tzv. rozet (obr. 3.14), kde jsou kolem tohoto èela vyskládány
singulární prvky. Dále je vhodné, aby nìkolik prvních øad elementù okolo rozetu tvoøilo
soustøedné kru¾nice. Tím se vyhneme potí¾ím pøi volbì kontur pro výpoèty parametrù
lomové mechaniky. V neposlední øadì je tøeba mít na pamìti, ¾e v blízkosti trhliny se
vyskytují nejvìt¹í gradienty napìtí a pøetvoøení, a proto by sí» v tìchto místech mìla být
co nejjemnìj¹í [5, 9, 1].
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(a) Rozet okolo vrcholu trhliny (b) Rozet okolo èela trhliny
Obrázek 3.14: Uspoøádání singulárních prvkù [9]
3.3.4. Model tìlesa s trhlinou
Jak ji¾ bylo vý¹e zmínìno, pøi modelování tìlesa s trhlinou v programu ANSYS se pro
problémy lomové mechaniky doporuèují prvky 183 a 186.
Pro 2D úlohy je vhodné pøi tvorbì sítì vyu¾ít pøíkazu kscon, který automaticky vy-
tvoøí singulární elementy okolo zvoleného uzlu ve vrcholu trhliny. Dal¹í parametry tohoto
pøíkazu umo¾ní u¾ivateli kontrolu nad polomìrem první øady elementù a poètem prvkù
v obvodovém smìru. Obecnì pak platí, ¾e pro rozumné výsledky by:
 První øada elementù mìla mít polomìr min. a/8, kde a je délka trhliny
 V obvodovém smìru mìl být nejménì jeden prvek ka¾dých 30− 40
 Prvky okolo vrcholu trhliny nemìly být deformované a mìly tvoøit rovnoramenné
trojúhelníky [9].
Pøi modelování 3D úloh není mo¾né pou¾ít pøíkaz kscon a je proto tøeba dát si
pozor, aby èelo trhliny le¾elo podél hrany KO (viz. obr. 3.14b). Dále by mìla být splnìna
následující doporuèení:
 Pravidla pro urèení velikosti elementù jsou stejná jako pro 2D úlohu, navíc by pomìr
stran v ¾ádném smìru nemìl pøesáhnout 4 : 1
 Pro zakøivená èela trhliny závisí velikost prvkù podél tohoto èela na lokální køivosti.
Hrubým odhadem by se pro kruhové zakøivení èela mìl vyskytovat alespoò jeden
prvek na ka¾dých 15− 30.
3.3.5. Výpoèty parametrù lomové mechaniky
Hodnoty J-integrálu mohou být urèeny numericky, tak jak byl denován v èásti 3.15,
tedy podél køivek obklopujících èelo trhliny. Výhodou této metody je její pou¾itelnost jak
pro lineární, tak pro nelineární problémy a její nezávislost na integraèní cestì (elastické
materiály) umo¾ní u¾ivateli urèení J ve vìt¹í vzdálenosti od èela trhliny, kde je numerické
pøesnost vìt¹í. Pro problémy zahrnující závislost na integraèní cestì, jako napøíklad plas-
tické deformace èi tepelná namáhání, je po drobné úpravì hodnoty J-integrálu ve vìt¹ích
vzdálenostech od èela trhliny takté¾ mo¾no urèit [1].
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Problém v¹ak nastává, chceme-li poèítat prostorové úlohy. V tomto pøípadì toti¾ in-
tegrace podél køivek pøechází na integraci po povrchu, kterou je velmi obtí¾né numericky
formulovat [1].
Novìj¹í formulace J v¹ak pøicházejí s øe¹ením v podobì náhrady køivkového integrálu
integrálem plo¹ným pro dvoudimenzionální úlohy a náhradou integrace povrchù integrací
objemù pro trojrozmìrné úlohy. Navíc tyto úpravy dávají mnohem lep¹í výsledky a jsou
snáze implementovatelné do numerické podoby. Prvním takovým pøístupem byla derivace
matice tuhosti u metody virtuálního prodlou¾ení trhliny (dále VCE) [1]. Tento pøístup
byl následnì nìkolikrát upraven a vylep¹en, èím¾ se stal velmi dostupným a pou¾ívaným
øe¹ením pøi výpoètech parametrù lomové mechaniky.
VCE metoda
Základní my¹lenkou pøístupu VCE je fakt, ¾e rychlost ¹íøení trhliny (tedy zmìnu energie)
lze spoèítat ve dvou krocích jako energii tìlesa s trhlinou délky a a následné porovnání se
stejným tìlesem s trhlinou o velikosti a+ ∆a. Namísto dvojnásobné analýzy celého tìlesa
s drobným rozdílem délky trhliny ∆a, lze rychlost ¹íøení trhliny urèit z matice tuhosti
tak, ¾e se uva¾uje pouze malá oblast sítì okolo trhliny, její¾ vnìj¹í hranice má zabránìny
posuvy a poèítá se její vliv na globální matici tuhosti pro trhlinu délky a a a+∆a. Zmìna
matice tuhosti pak odpovídá rychlosti ¹íøení trhliny. Výhodou je, ¾e není nutné mìnit sí»
celého tìlasa, pouze sí» ohranièenou køivkami Γ0 a Γ1, jak ukazuje obr. 3.15.
(a) Poèáteèní stav (b) Stav po virtuálním prodlou¾ení trhliny
Obrázek 3.15: Virtuální prodlou¾ení trhliny. Elementy mezi Γ0 a Γ1 jsou deformované aby
postihli pøírùstek trhliny. [1]
Je rovnì¾ prokázáno, ¾e rychlost ¹íøení trhliny urèená pomocí tohoto pøístupu odpovídá
hodnotám J-integrálù a je nezávislá na volbì vnitøních hranic Γ0 a vnìj¹ích hranic Γ1.
Nevýhodou je tì¾kopádná numerická formulace této metody a také její nevhodnost pou¾ití
pro tepelná namáhání.
Tento postup upravil následnì deLorenzi, díky nìmu¾ není tato metoda aplikovatelná





Shih formuloval integrální postup, který je základem pro numerické výpoèty hodnot J-
-integrálù. Jeho postup je velmi podobný metodì VCE, je univerzální a mù¾e být pou¾it
pøi výpoètech jak kvazistatických a dynamických, tak dokonce termálních analýz elas-
tických, plastických nebo viskoplastických materiálù. Metodu jako takovou lze snadno
interpretovat v numerické podobì a její úèinnost je velmi dobrá.
Aplikací vìty o divergenci dochází ve 2D k úpravì denice pùvodního J-integrálu
z køivkového na plo¹ný, který je ohranièen køivkami Γ a tvoøí tak uzavøenou plochu Ω.














kde σij je tenzor napìtí, uj je vektor posuvù, w je hustota deformaèní energie, δij je
Kroneckerova delta, xi je oznaèení osy a q je oznaèováno jako tzv. vektor posuvu trhliny
a bude podrobnìji popsán ní¾e.













kde ne je poèet prvkù, které budou integrovány, wiw je váhová funkce a Ωie je plocha
reprezentovaná prvkem ie.
V MKP úlohách je Γ0 èasto uva¾ováno jako èelo trhliny a tedy integraèní plocha Ω
odpovídá plo¹e uvnitø Γ1. Hranice køivky Γ1 by se mìla shodovat s hranami prvkù. Ve
v¹ech uzlech uvnitø této plochy je tøeba denovat vektor q, který je oznaèován jako vektor
posuvu trhliny.
Vytvoøíme-li lokální souøadnicový systém zaèínající na èele trhliny s osou x1 ve smìru
pøedpokládaného roz¹íøení trhliny, pak smìr vektoru q odpovídá právì ose x1 tohoto lokál-
ního souøadnicového systému. Hodnoty tohoto vektoru pro uzly le¾ící na vnitøní hranici
Γ0 (která obvykle odpovídá vrcholu trhliny) odpovídají q = 1 a q = 0 pro uzly le¾ící
na vnìj¹í hranici Γ1 [1]. Shih prokázal, ¾e pøi výpoètech J-integrálu nezále¾í na tvaru
funkce q za pøedpokladu, ¾e vý¹e zmínìné hranice jsou správnì popsány. Jednou mo¾ností
tvaru q je pyramidová funkce, kde je q = 1 pouze pro vrchol trhliny a lineárnì pøechází
do q = 0 na vnìj¹í hranici. Dal¹í mo¾ností, kterou vyu¾ívá napøíklad program ANSYS je
tzv. plató funkce, která má tvar náhorní plo¹iny, a u které platí pro v¹echny uzly uvnitø
plochy Ω, kromì uzlù na vnìj¹ím okraji, ¾e q = 1 (viz. obr. 3.16) [1, 10].
Pro 3D úlohy pøechází plo¹ný integrál na integrál objemový, který je opìt poèítán
pøes skupinu prvkù. Implementace tohoto integrálu je slo¾itìj¹í, nicménì princip zùstává
podobný jako pro 2D úlohy [10].
Výpoèet J-integrálu v programovém prostøedí ANSYS probíhá pøi fázi øe¹ení poté,
co se dokonèí napì»ová analýza a hodnoty se ukládají do souboru s výsledky. Iniciace
výpoètu J-integrálu se spou¹tí pøíkazem cint a aby výpoèet správnì probìhl, je nutné
nejprve zadat nìkteré esenciální parametry [10].
Vùbec nejdùle¾itìj¹í pro výpoèty J-integrálù je vytvoøení komponent, které obsahují
uzly na èele trhliny a správné pøiøazení smìru pøedpokládaného roz¹íøení trhliny pro tyto
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(a) Pyramidová funkce (b) Plató funkce
Obrázek 3.16: Pøíklady q funkcí pro dvourozmìrnou úlohu. [1].
uzly. Pro 2D úlohy je situace pomìrnì jednoduchá, proto¾e je tøeba vytvoøit pouze jedinou
komponentu obsahující uzel na vrcholu trhliny a tomuto uzlu pak pøiøadit odpovídající
smìr. Pro 3D úlohy, zejména pak se zakøiveným èelem trhliny je situace podstatnì slo¾i-
tìj¹í, proto¾e je tøeba denovat v¹echny uzly podél tohoto èela a z nich pak vytvoøit
komponenty. V¹echny tyto uzly musí být propojené a musí tvoøit jedinou køivku. Tato
køivka se pak nazývá èelo trhliny. Dále se pro ka¾dý jednotlivý uzel musí vytvoøit lokální
souøadnicový systém na èele trhliny s osou ve smìru odpovídající jejímu pøedpokláda-
nému roz¹íøení v daném místì a tento parametr pak obdobnì jako u 2D úlohy denovat
do pøíkazu cint.
Pro 2D úlohy je první kontura pro plo¹nou integraci J-integrálu vyhodnocována pro
prvky, které obsahují komponentu s vrcholem trhliny. Druhá kontura je vyhodnocována
pro prvky, které jsou pøilehlé na první konturu a tento postup je opakován pro v¹echny
dal¹í kontury. Pro 3D úlohy je volba kontur pro objemovou integraci vyhodnocována to-
to¾nì jako pro plo¹nou integraci 2D úloh. Aby bylo dosa¾eno správných výsledkù, je tøeba
zajistit, aby ¾ádná kontura nedosáhla volného povrchu tìlesa. Na obr. 3.17 je znázornìna
sí» okolo vrcholu trhliny, na které jsou znázornìny první tøi kontury pro plo¹nou integraci
a která zároveò splòuje po¾adavky pøednesené v èásti 3.3.3.
Souèinitelé intenzity napìtí
Obdobnì jako výpoèet J-integrálù, je výpoèet souèinitelù intenzity napìtí zalo¾en na
plo¹né integraci pro 2D úlohy a objemové integraci pro 3D úlohy. Metoda urèení tìchto
parametrù se nazývá tzv. interakèní integrál.
J-integrál pro zatí¾ení trhliny, slo¾ený z pøekrývaného pøíspìvku zatí¾ení skuteèných
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i jsou pomocné slo¾ky polí napìtí, pomìrných pøetvoøení a posuvù,
c a n jsou normálové jednotkové vektory vzta¾ené k èelu trhliny resp. k integraèní køivce Γ.
Interakèní integrál je èást integrálu JS(s), která odpovídá interakci mezi skuteènými a po-






















Obrázek 3.17: Pøíklady kontur pro plo¹nou integraci 2D úlohy, jak je volí program ANSYS.
Aplikací vìty o divergenci a spolu s podmínkami pomocných polí se rov. 3.28 upraví do
podoby vhodné pro MKP pou¾ití [11].
Chceme-li pak z interakèního integrálu zjistit hodnoty souèinitelù intenzity napìtí,















kde E ′ = E pro rovinnou napjatost, E ′ =
E
1− µ2
pro rovinnou deformaci, Gs je modul





do rov. 3.29 lze získat hodnotuKI(s) z interakèního integrálu I(s). Obdobnì lze z rov. 3.29
urèit KII a KIII dosazením K
pom




III = 0, resp. K
pom
III = 1 a K
pom
I =
KpomII = 0 [11].
V porovnání s klasickou metodou extrapolací posuvù nabízí metoda interakèních inte-
grálù pøesnìj¹í výsledky, men¹í nároky na velikost sítì a hlavnì jednoduchost pou¾ití [10].
V programu ANSYS se pro výpoèty souèinitelù intenzity napìtí vyu¾ívá, obdobnì jako
pro výpoèty J-integrálù, pøíkazu cint.
Samotná realizace je pak úplnì stejná jako v pøípadì realizace J-integrálu { u¾ivatel
musí vytvoøit komponenty obsahující v¹echny uzly na èele trhliny a pøiøadit jim smìr pøed-
pokládaného roz¹íøení trhliny. Samotný výpoèet faktorù intenzity napìtí v programovém
prostøedí ANSYS probíhá ve fázi øe¹ení poté, co se dokonèí napì»ová analýza a hodnoty
se ukládají do souboru s výsledky [10].
33
4. Komplexní analýza problému
Pod touto analýzou si lze pøedstavit jakési
”
desatero\ potøebných dílèích analýz, ve-
doucích k plnohodnotnému a vìrohodnému øe¹ení problému. Komplexní analýza je obsa-
hovì nejpodstatnìj¹í èást expertízy správného vyøe¹ení expertního problému a proto by
k ní mìlo být pøistupováno velmi zodpovìdnì [13]. První tøi dílèí analýzy tohoto
”
de-
satera\ ji¾ byly zpracovány a popsány v kap. 2 a zde ji¾ opakovány nebudou. Analýzy
následující na vý¹e zmínìné tøi jsou:
4. Analýza nadøazených restrikcí: Vzhledem k tomu, ¾e se jedná o diplomovou
práci, nejdùle¾itìj¹í omezení se vztahují na její obsahovou formu, formální nále¾i-
tosti, grackou a stylistickou úpravu atp.
Zadavatelem byla zadána geometrie vzorku, který byl zmínìn v kap. 2 a bude po-
drobnìji popsán v kap. 5. Geometrie tohoto vzorku byla zadána xnì tak, jak byla
pou¾ita pøi reálných experimentech. Pøi výrobì vzorku jsem se souhlasem zadava-
tele upravil pouze geometrii vrubu za úèelem zjednodu¹ení tvorby modelu. U vzorku
byl po¾adován lineárnì-elastický a izotropní model materiálu odpovídající oceli,
av¹ak konkrétní materiálové charakteristiky nebyly nijak speciètìji zadány. Za-
tí¾ení vzorku bylo zadáno xnì a bude popsáno v následující kapitole.
Pøi øe¹ení práce jsem omezen na vyu¾ití programu ANSYS. Z právního hlediska musí
u¾ivatel pøi u¾ívání komerèních softwarù vyu¾ívat pouze legálních licencí takového
softwaru. Tyto legální licence bohu¾el nevlastním, tak¾e jsem byl nucen pøi práci
vyu¾ít ¹kolních poèítaèù, na nich¾ jsou tyto licence dostupné. ©kolní poèítaèe v¹ak
mají slabou hardwarovou výbavu a výpoèty jsou proto èasovì nároènìj¹í.
Celá práce navíc musí být zpracována, svázána a odevzdána nejpozdìji do 26. kvìtna
2017.
5. Analýza mo¾ností vyu¾ití informaèních zdrojù: Vedoucí a zadavatel této di-
plomové práce pí. doc. ing. Jana Horníková, Ph.D., spolu s pány prof. RNDr. Pavlem
©anderou, CSc. a prof. RNDr. Jaroslavem Pokludou, CSc. se ji¾ problémU smykovì
zatí¾ených trhlin v nìkolika svých pracích vìnovali, nebo jim dohlí¾eli a právì tyto
práce a znalosti vý¹e zmínìných osob se ukázaly býti velmi cenným zdrojem in-
formací, na nich¾ jsem mohl polo¾it základy své práce. Dal¹ím cenným zdrojem se
ukázala být kniha T.L. Andersona s názvem Fracture mechanics [1], v ní¾ jsou do-
podrobna a ucelenì popsány základy lomové mechaniky. Navíc je èást této knihy
také vìnována øe¹ení problémù metodou MKP. V neposlední øadì se jako neoce-
nitelný zdroj informací dá oznaèit obecnì internet, kde se dají informace získávat
mnohdy snadnìji a rychleji ne¾ získáváním tìchto informací v knihách èi od osoby
znalé daného tématu.
Bìhem nìkolika desetiletí od vzniku lomové mechaniky se stal tento obor respek-
tovaným a pøinesl øadu ucelených konceptù a teorií, které byly popsány v kap. 3.
V dne¹ní dobì, kdy jsou poèítaèe rok od roku výkonnìj¹í je mo¾né tyto teorie pøevést
do numerické podoby a napøíklad pomocí metod MKP pak urèovat parametry lo-
mové mechaniky mnohem efektivnìji a daleko za hranice pou¾itelnosti analytických
odvození a výpoètù. Vzhledem k tìmto poznatkùm lze øíci, ¾e problém zpracová-
vaný v této diplomové práci je øe¹itelný, proto¾e existují a jsou k dispozici takové
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poèítaèe s takovými softwary, na nich¾ jsou matematické teorie a metody vedoucí
k øe¹ení problému realizovatelné.
6. Analýza stupnì ostrosti problému: Problém se oznaèuje jako ostrý za pøedpo-
kladu, ¾e je mo¾né dostateènì pøesnì vymezit v¹echny kroky vedoucí k jeho øe¹ení
[13] { v rámci této diplomové práce není problém tyto kroky pomìrnì pøesnì vy-
mezit. Motivace zadavatele, formulace problémové situace, cíle øe¹ení problému ji¾
byly pomìrnì dopodrobna popsány. Volba metody øe¹ení, vstupní údaje do algo-
ritmù, nutnost pou¾ití konkrétního SW a HW bylo popsáno vý¹e a v¹e to spadá pod
nadøazené restrikce. Z toho lze vyvodit, ¾e problém je ostrý.
7. Vymezení hranic problému: Trhliny vyskytující se na namáhaných souèástech
èi konstrukcích bývají zøídkakdy dokonale rovinné a vystavené pouze jednoosým
stavùm napjatosti. Tyto faktory v¹ak vedou ke vzniku smí¹ených zátì¾ných módù
na danou trhlinu. Smykové módy II a III nejsou popsány tak dokonale jako je tomu
u módu I. V reálných tìlesech se mohou vyskytovat trhliny vyhnuté, zakøivené èi
dokonce zalomené, ka¾dá trhlina jinak dlouhá a jinak zatí¾ená. Zatí¾ené souèásti
a konstrukce mohou být z rùzných materiálù, jinak tepelnì zpracovány, jinak vyro-
beny atd. Úplné vymezení hranic problému, jím¾ se zabývá tato diplomová práce,
je proto velmi ¹iroké a úplné zpracování není jak z èasových, tak i napøíklad ob-
sahových omezení, která se k této práci vztahují, mo¾né. Proto se práce idealizuje
pouze na smykové zatí¾ení tìlesa s trhlinou, která je uva¾ována rovinná, urèité délky
a, úhlu vyhnutí α a zkoumá se vliv právì tìchto parametrù na velikosti lomových
parametrù.
8. Analýza stupnì naléhavosti problému: V roce 1983 byla vytvoøena ekonomická
studie, zabývající se právì problémy lomové mechaniky. Tato studie odhaduje, ¾e
roèní náklady spojené s problémy lomu souèástí èi konstrukcí ve Spojených státech
amerických èinily v roce 1978 zhruba 119 miliard amerických dolarù, co¾ v té dobì
byly zhruba 4 % hrubého národního produktu. Dále se v této studii odhaduje, ¾e
pou¾itím tehdej¹í technologie a dal¹ím výzkumem v oblasti lomové mechaniky, by
se dala vý¹e zmínìná èástka sní¾it o více ne¾ polovinu. Od roku 1983 oblast lomové
mechaniky urazila velký kus cesty, av¹ak téma zpracovávané v rámci této práce
stále není dokonale prostudováno. Dá se oèekávat, ¾e hlub¹í studium ¹íøení trhlin ve
smykových zátì¾ných módech jistì povede k nìjakým, a» ji¾ napøíklad ekonomickým
benetùm.
9. Analýza mo¾ností kooperací: Práce je zpracovávána pod vedením doc. ing. Jany
Horníkové, Ph.D. s odborným konzultantem v podobì prof. RNDr. Pavla ©andery,
CSc. Experimentální koncept, na nìm¾ práce staví, byl vyvinut na ústavu materiá-
lového in¾enýrství Erich Schmid v Rakouském Lubnu a model simulující tento test
je v rámci této práce zpracováván v programovém prostøedí ANSYS.
10. Analýza mo¾ností ovìøení správnosti øe¹ení: Vzhledem k praktiètìj¹ímu po-
souzení tìchto parametrù je po¾adováno je øe¹ení tohoto modelu pou¾itím výpoèto-
vého modelování na úkor experimentù. Lze ovìøit, zda vytvoøený model dává takové
výsledky, které odpovídají teorii pøednesené v kap. 3. Tomuto se vìnuje celá èást
kap. 5.
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Vzorek s trhlinou zatí¾ený smykem na speciálnì vyvinutém testovacím zaøízení.
 Podmno¾ina S0 { obsahuje velièiny popisující prvky okolí objektu
Experimenty na tomto vzorku byly provádìny v laboratorním prostøedí pøi kon-
stantní teplotì a vzdu¹né vlhkosti na testovacím zaøízení, v nìm¾ byl vzorek upnut.
 Podmno¾ina S1 { obsahuje velièiny popisující strukturu a topologii objektu
Testovaný vzorek je 100 mm dlouhá válcová tyè s prùmìrem d = 25 mm, v jejím¾
støedu se nachází 6.5 mm hluboký vrub, na jeho¾ èele byla vytvoøena obvodová
trhlina. Tato trhlina byla vytvoøena podél celého obvodu testovaného vzorku, je
urèité délky a a je vyhnutá o urèitý úhel α.
 Podmno¾ina S2 { obsahuje velièiny popisující vazby objektu k okolí
Vzorek je v urèité vzdálenosti od jeho støedu upnut v èelistech testovacího zaøízení.
 Podmno¾ina S3 { obsahuje aktivaèní velièiny
K aktivaci dochází zatí¾ením vzorku, které je zpùsobeno vzájemným posuvem èelistí
testovacího zaøízení, v nich¾ je tento vzorek upnut. Posuv èelistí mù¾e být buï øízený,
nebo vyvolaný urèitou silou.
 Podmno¾ina S4 { obsahuje tzv. ovlivòující velièiny
Na zatí¾ení trhliny vzorku má vliv její geometrie stejnì jako geometrie vzorku, ma-
teriál, z kterého byl vzorek vyroben, velikost síly èi posuvu vyvíjeného strojem na
vzorek a zpùsob (rozumìjte vzdálenost) jeho upnutí na tomto stroji. Nepøedpokládá
se ¾ádné ovlivnìní vzorku teplotou èi vlhkostí okolního prostøedí.
 Podmno¾ina S5 { obsahuje strukturnì-vlastnostní velièiny
Trhlina se nachází po celém obvodu tìlesa. Pøedpokládá se, ¾e je ostrá, rovinná,
urèité délky a urèitého úhlu vyhnutí. Nachází se na vzorku s urèitými materiálovými
charakteristikami zatí¾eného urèitou silou èi posuvem.
 Podmno¾ina S6 { obsahuje procesní a stavové velièiny
Silovým èi deformaèním pùsobením stroje na vzorek dochází k zatí¾ení trhliny. Po-
kud je trhlina nevyhnutá, tak bude podél celého svého èela vystavena pouze èistým
nebo smí¹eným zátì¾ným módùm II a III.
 Podmno¾ina S7 { obsahuje tzv. projevové velièiny
V dùsledku zatí¾ení trhliny vznikají na jejím èele koncentrace napìtí a deformací, které
vedou ke vzniku malých èi vìt¹ích oblastí s trvalými plastickými deformacemi.
 Podmno¾ina S8 { obsahuje velièiny dùsledkové
Pøekroèením urèité kritické kombinace vý¹e zmínìných napìtí a pøetvoøení dochází
na vzorku k lokální poru¹e, jinými slovy rùstu trhliny, co¾ mù¾e mít za následek a¾
lom celého vzorku.
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Vzhledem k tomu, ¾e cílem je stanovení závislosti lomových parametrù Ki a J na délce
trhliny a jejím úhlu vyhnutí, je tøeba uva¾ovat v¹echny parametry jako deterministické,
aby se do výsledkù nevná¹ely odchylky zpùsobené stochastickým chápáním parametrù.
4.2. Metody øe¹ení problému
Problém øe¹ený v rámci této diplomové práce je z oblasti lomové mechaniky. Po¾aduje se
posouzení vlivu délky a úhlu vyhnutí trhliny na hodnoty parametrù lomové mechaniky.
Vzhledem k praktiètìj¹ímu posouzení tìchto parametrù je po¾adováno øe¹ení tohoto mo-
delu pou¾itím výpoètového modelování na úkor experimentù. Výpoètové modelování je
mo¾né vyu¾ít pøístupem diferenciálním, který vede k analytické podobì anebo variaèním
pøístupem, který vede na numerické metody (MKP). Velká vìt¹ina problémù, snad kromì
tìch nejjednodu¹¹ích, analyticky øe¹it nelze a nejinak je tomu v pøípadì problému øe¹eného
v rámci této diplomové práce. Navíc je ji¾ v souèasné dobì k dispozici takový HW a SW,
na nìm¾ je tento problém øe¹itelný a proto bude øe¹ení problému probíhat v programovém
prostøedí ANSYS, ve kterém se zkoumaný vzorek s trhlinou diskretizuje na koneèný poèet
prvkù se svými uzlovými body. Výpoètový algoritmus se pak skládá z tìchto krokù:
1. vytvoøení systému podstatných velièin
2. tvorba dílèích výpoètových modelù
3. zaji¹»ování vstupních údajù do algoritmù tohoto modelování
4. realizace výpoètù a jejich vyhodnocení.
Vzhledem k tomu, ¾e vstupem do øe¹ení problému jsou vlastnosti okolí, urèitá topologie
a geometrie objektu, jeho vazby na okolí, aktivace tohoto objektu, ovlivòující a strukturnì-
-vlastnostní velièiny a výstupem z algoritmu a tedy jeho øe¹ením jsou projevy a dùsledky,
jedná se o problém pøímý.
4.3. Mno¾ina vstupních údajù do výpoètového algo-
ritmu
Pøi øe¹ení daného problému je tøeba urèit geometrii modelu, geometrii trhliny na tomto
modelu umístìné a okrajové podmínky vstupující do výpoètu. Rovnì¾ je tøeba denovat
materiál, ze kterého má být model vytvoøen. Dùle¾itá je vhodná volba metody výpoètu
a vstupní údaje pro takovouto metodu nezbytné (výpoèet J-integrálu a K-faktoru, kde
musí u¾ivatel denovat uzly na èele trhliny a smìr jejího pøedpokládaného roz¹íøení) nebo
volba matematických operací, které daný výpoèet realizují (pøi velkém mno¾ství prvkù je
v urèitých pøípadech vhodnìj¹í vyu¾ít iteraèních metod, které nemají tak krvavé nároky




Jako pøedlohu pro model, který jsem mìl za úkol vytvoøit v rámci této diplomové práce,
abych posoudil vliv geometrie trhliny zatí¾ené ve smykových zátì¾ných módech na veli-
kost J-integrálu a souèinitelù intenzity napìtí podél jejího èela, slou¾í speciální testovací
zaøízení vyvinuté na ústavu materiálového in¾enýrství Erich Schmid v Rakouském Lubnu
(obr. 5.1), které pøevádí tahové síly na èistý smyk u zatí¾eného vzorku s obvodovou trhli-
nou umístìnou v jeho støedu[3]. Na obr. 5.2 je znázornìn vzorek u¾ívaný pro testování na
vý¹e zmínìném testovacím zaøízení. Jedná se o 100 mm dlouhou válcovou tyè s prùmìrem
d = 25mm v jejím¾ støedu se nachází 6.5mm hluboký vrub, na jeho¾ èele byla vytvoøena
obvodová trhlina. V rámci této práce budu pøedpokládat, ¾e trhlina, která byla na vrubu
vytvoøena, je délky a a je vyhnutá pod úhlem α, jako je znázornìno v detailu A na obr.
5.2. Pro tuto konkrétní testovací konguraci platí, ¾e ve støedu testovaného vzorku je
Obrázek 5.1: Zatí¾ení zku¹ebního vzorku [3]
nulový ohybový moment a proto se pro nevyhnutou trhlinu nepøedpokládá ¾ádný pøíspì-
vìk od zatì¾ovacího módu I [3]. Na obr. 5.3 je pak znázornìn prùbìh zátì¾ných módù
v závislosti na úhlové souøadnici ϕ. V horním a dolním bodì, kde ϕ = 0° a ϕ = 180° je
trhlina zatí¾ena èistì v módu II, po stranách (ϕ = 90° a ϕ = 270°) pak èistì v módu III.
V kterémkoliv jiném místì po obvodu je trhlina zatí¾ena kombinací módù II a III [3].
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Obrázek 5.2: Geometrie zku¹ebního vzorku. [3]
Obrázek 5.3: Schématické znázornìní rozlo¾ení zatì¾ovacích módù podél obvodové trhliny
na prùøezu testovacího vzorku. [3]
5.2. Model materiálu
V rámci této diplomové práce se uva¾uje, ¾e testované vzorky byly vytvoøeny z izotropního
lineárnì-elastického materiálu, který odpovídá oceli s tìmito materiálovými charakteris-
tikami:
E = 210 000 MPa
µ = 0.3,
Diplomová práce tedy spadá do oblasti lineárnì-elastické lomové mechaniky, v ní¾ jsou
významnými lomovými parametry rychlost ¹íøení trhliny a souèinitelé intenzity napìtí.
První jmenovaný parametr v¹ak lze nahradit J-integrálem, jak bylo dokázáno v èásti




V èásti 3.3 bylo øeèeno, ¾e pro získání kvalitních výsledkù souèinitelù intenzity napìtí
a J-integrálu musí být sí» okolo èela trhliny co nejjemnìj¹í. Vezmeme-li v úvahu rozmìry
tìlesa, které jsou øádovì v cm a rozmìry trhliny, její¾ délka dosahuje øádovì desetin mm
a vezmeme-li v potaz, ¾e jak bylo øe¹eno v èásti 3.3.4, musí první øada prvkù okolo èela
trhliny mít polomìr minimálnì a/8, nejlépe v¹ak je¹tì men¹í a na tuto øadu musí nava-
zovat dostateèný poèet øad dal¹ích, aby kontur nutných pøi výpoètech parametrù lomové
mechaniky bylo dostateèné mno¾ství, zku¹enému ètenáøi jistì dojde, ¾e model takového
tìlesa jako celku je v podstatì nemo¾né vytvoøit tak, aby byl výpoèet realizovatelný. Mno¾-
ství prvkù, které by takový model obsahoval, by bylo enormní a i velice kvalitní poèítaèe
by mìly problém takovou úlohu spoèítat, nemluvì o èase, který by jediný výpoèet trval.
Chceme-li dostávat rozumné výsledky v pomìru výpoèetní èas:kvalita výsledkù, musíme
se tedy ubírat jinou cestou.
Technika, kterou lze v tomto pøípadì vyu¾ít, se nazývá metoda submodelování. Zá-
kladní my¹lenkou této metody je ignorování zanedbatelnì malých oblastí (v na¹em pøí-
padì trhliny) celého vzorku nebo konstrukce, které nemají vliv na odezvu modelu tohoto
vzorku èi konstrukce jako celku. Tento model mívá zpravidla velmi hrubou sí». Následnì
se z nìj vyøízne pouze malá oblast obsahující místo na¹eho zájmu a proto¾e je tato vy-
øíznutá oblast oproti celkovému modelu malá, mù¾e se na ní vytvoøit mnohem jemnìj¹í
sít, jak je zobrazeno na obr. 5.5. Dùle¾itým pojmem jsou tzv. hranice výøezu submodelu1,
které reprezentují hranice, po nich¾ byl submodel vyøíznut z hrubého modelu (obr. 5.4).
Je zøejmé, ¾e pokud budeme submodel vyøezávat z 2D tìlesa, pak tyto hranice budou
køivky, u 3D tìles pak plochy. Na hranicích výøezù se u hrubého modelu urèují posuvy
a ty následnì slou¾í jako okrajové podmínky pro submodel.
Obrázek 5.4: Hranice podél nich¾ byl submodel vyøíznut z modelu s hrubou sítí. [12]
Submodelování je zalo¾eno na Saint-Venantovì principu, který øíká, ¾e pokud nahra-
díme skuteènou silovou soustavu pùsobící na tìleso jinou, staticky ekvivalentní soustavou
(v pøípadì submodelování posuvy na hranicích výøezu), pak napjatost v obou tìlesech
je stejná s výjimkou míst, v nich¾ je aplikováno zatí¾ení. V praxi to znamená, ¾e pokud
jsou hranice výøezu dostateènì vzdálené od míst koncentrací napìtí, pak v tìchto místech
mù¾eme èekat rozumné výsledky.
5.3.1. Model s hrubou sítí
S vý¹e zmínìnými poznatky o modelu s hrubou sítí a submodelu je zøejmé, ¾e model




Obrázek 5.5: Model s hrubou a submodel pøekrývající èást hrubého modelu. [12]
nemusí mít nijak zvlá¹» kvalitní sí», proto¾e se na nìm urèují pouze posuvy na hranicích
výøezu. Proto¾e se jedná o válcovou tyè s vrubem a trhlinou, modeloval jsem vzorek
jako 3D tìleso podle zadané geometrie. Pøi vytváøení modelu v programovém prostøedí
ANSYS jsem nejprve vytvoøil sí» z rovinných prvkù 183, kterou jsem následnì rotoval
kolem osy rotace, èím¾ se vytvoøil 3D model z prvkù 186. Jak bylo uvedeno v èásti
3.3.2, právì tyto prvky jsou vhodné pro výpoèty parametrù lomové mechaniky. Rotací
rovinné sítì je zaji¹tìna mo¾nost parametrického zadání délky a úhlu vyhnutí trhliny jak
u hrubého modelu, tak u submodelu. Dùle¾ité je po rotaci smazat rovinné prvky, které
jsou-li zohlednìny pøi výpoètech, vedou ke ¹patným výsledkùm.
Vzhledem k vý¹e zmínìným poznatkùm ohlednì modelù s hrubou sítí není tøeba sí»
v okolí trhliny nijak výraznì zjemòovat, teoreticky není tøeba trhlinu vùbec modelovat.
Dále bylo pro urychlení výpoètù vyu¾ito jedné roviny symetrie. Výsledný model tìlesa
s trhlinou je znázornìn na obr. 5.6.
Pøedpokládáme-li souøadný systém zavedený ve støedu válcového vzorku, kde osa y
smìøuje v axiálním smìru a osa x a osa z ve smìru radiálním, jako je tomu na obr. 5.6, pak
byly okrajové podmínky aplikovány, s pøihlédnutím k obr. 5.1 na jedné stranì vzorku, jako
zamezení v¹ech stupòù volnosti pro v¹echny uzly na povrchu plá¹tì vzorku ve vzdálenosti
y ≥ 25 mm, kde je vzorek pevnì uchycen v èelistech testovacího zaøízení. Na stranì druhé
byl pro v¹echny uzly na povrchu plá¹tì vzorku ve vzdálenosti y ≤ −25 mm pøedepsán
referenèní posuv ux = 0.1 mm, který odpovídá zhruba F = 20 kN pùsobící dle obr. 5.1
na vzorek. Po výpoètu statické analýzy modelu s hrubou sítí je tøeba ulo¾it databázi
s výsledky a geometrií!
5.3.2. Submodel
Pøi vytváøení submodelu je ji¾ tøeba brát v potaz ve¹keré poznatky z kapitoly 3.3. Stì¾ejní
oblastí pøi modelování tìlesa s trhlinou je právì oblast v jejím blízkém okolí. Je tøeba
brát v potaz, jak program dané parametry poèítá a zejména pøi urèování parametrù
lomové mechaniky je správnì sestrojená sí» v blízkém okolí trhliny klíèem k rozumným
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Obrázek 5.6: Model s hrubou sítí vzorku s trhlinou.
výsledkùm. Na obr. 3.17 a 5.7a je znázornìno jak by taková sí» mìla zhruba vypadat
{ mìla by obsahovat singulární prvky s dostateènì malým polomìrem a prvky na nì
navazující tvoøící soustøedné kru¾nice, které se vyu¾ijí jako integraèní kontury pro výpoèty
souèinitelù intenzity napìtí a J-integrálù.
Geometrie
Právì tìmito poznatky jsem se øídil pøi tvorbì submodelu. Ten jsem vytvoøil obdobným
zpùsobem, jako v pøípadì modelu s hrubou sítí z prvkù 183 a 186. Nejprve jsem vytvoøil 2D
geometrii submodelu s parametrickou trhlinou, u ní¾ lze mìnit její délku a a úhel vyhnutí
α (viz. detail A na obr. 5.2). V okolí této trhliny jsem vytvoøil sí» na tìchto parametrech
závislou, co¾ v praxi znamená, ¾e pøi zmìnì parametrù a a α zùstane tato sí» stejná,
globální sí» submodelu se této zmìnì pøizpùsobí, stejná v¹ak nezùstane. Pro vytvoøení
singulárních prvkù u sítì v okolí èela trhliny jsem vyu¾il pøíkazu kscon a polomìr první
øady jsem zadal jako a/15. Na obr. 5.7b jde vidìt, ¾e meziuzly tìchto singulárních prvkù
jsou skuteènì posunuty do 1/4 délky strany elementu k uzlu na èele trhliny. Tímto je
zaruèena singularita 1/
√
r pro lineárnì elastickou úlohu.
Na tuto sí» v okolí èela trhliny se navá¾e sí» zbývající èásti submodelu a ve výsledku
tyto sítì tvoøí takový prùøez submodelu, který se následnì vyu¾ije k vytvoøení 3D modelu
obdobnì jako v pøípadì modelu s hrubou sítí a to konkrétnì rotací rovinné sítì okolo osy
vzorku, èím¾ se vytvoøí takový prstenec, který je zobrazen na obr. 5.8. Vzhledem k tomu,
¾e pøíkaz kscon není vyu¾itelný pro 3D modelování tak tím, ¾e vyu¾ijeme rotace rovinné
sítì pøedem vytvoøené a obsahující singulární prvky zajistíme, ¾e podél èela obvodové trh-
liny bude vytvoøen rozet singulárních prvkù pøesnì tak, jako je znázornìno na obr. 3.14b.
Rovnì¾ je tøeba dbát na velikosti prvkù a jejich pomìry stran. Pøi rotaci je tøeba zvolit
kolik prvkù po obvodu výsledného tìlesa se má vytvoøit a èím je men¹í trhlina, tím více
prvkù musí u¾ivatel pøi rotaci v obvodovém smìru vytvoøit. Napøíklad pro trhlinu délky
a = 0.2 mm jsem musel vytvoøit jeden prvek ka¾dý 1°, zatímco pøi trhlinì nepatrnì men¹í
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(a) Prvky okolo èela trhliny (b) Mapa uzlù tìchto prvkù
Obrázek 5.7: Prvky okolo èela trhliny a rozmístìní uzlù v tìchto prvcích. Jde vidìt, jak
je první øada uzlù pøiblí¾ená k uzlu na èele trhliny.
Obrázek 5.8: Submodel
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a = 0.1 mm je tøeba ji¾ vytvoøit 2 prvky na ka¾dý 1°, co¾ v praxi znamená dvojnásobný
poèet prvkù celého submodelu, který samozøejmì vede k del¹ím výpoèetním èasùm.
Okrajové podmínky
Jakmile je vytvoøen submodel, je nutné denovat okrajové podmínky. Ty se vzhledem
k poznatkùm øeèeným v èásti 5.3 zadávají jako posuvy urèené z hranic výøezù modelu
s hrubou sítí. V programovém prostøedí ANSYS se k tomu vyu¾ívá speciální sada pøíkazù.
Nejprve je tøeba na submodelu zvolit v¹echny uzly na hranicích výøezù. Vzhledem k tomu,
¾e se jedná o 3D model, tak se volí v¹echny uzly na plochách, podél nich¾ byl submodel
vyøíznut z modelu hrubého. Následnì se na tyto uzly nahrají posuvy z databáze výsledkù
statické analýzy modelu z hrubou sítí. Pokud na modelu s hrubou sítí byly zadány je¹tì
nìjaké jiné okrajové podmínky ne¾ silové èi deformaèní, je nutné je denovat i pro sub-
model a to pøesnì tak, jak byly denovány pro model pùvodní. Mezi takové podmínky
patøí napøíklad gravitaèní zrychlení, tepelné namáhání èi podmínky symetrie.
Denování uzlù podél èela trhliny
Dal¹ím krokem vedoucím k urèení lomových parametrù je vytvoøení komponent obsahu-
jících v¹echny uzly podél èela trhliny. Nejdøíve je potøeba denovat v¹echny uzly podél
èela trhliny, èeho¾ se dá docílit mnoha zpùsoby. Já jsem napøíklad zvolil køivky, které
odpovídají èelu trhliny a z nich následnì separoval pøíkazem nsll uzly na nich le¾ící. Pro
ka¾dý jednotlivý uzel je pak tøeba vytvoøit komponentu a pro ka¾dý jednotlivý uzel je
tøeba vytvoøit lokální souøadný systém s poèátkem právì v tomto uzlu, jeho¾ jedna osa
bude smìøovat smìrem pøedpokládaného prodlou¾ení trhliny. Ten je u obvodové trhliny,
která je uva¾ována na vzorku (obr. 5.2) takový, ¾e osa x1, která tento smìr denuje, bude
v ka¾dém bodì na èele trhliny (rozumìjte v ka¾dém uzlu) normálou na toto èelo a vyhnutá
bude o úhel α, o který je vyhnutá i celá trhlina.
Bez nadsázky lze øíct, ¾e správné denování smìru pøedpokládaného prodlou¾ení trh-
liny je vùbec nejdùle¾itìj¹í vstupní údaj pøi výpoètech parametrù intenzity napìtí a J-
-integrálù a je tøeba dùkladnì zkontrolovat, zda výsledky lomových parametrù skuteènì
odpovídají tomu, co od nich lze oèekávat. Této problematice se vìnuje následující èást
této práce.
5.4. Ovìøení platnosti výsledkù ze sestrojeného mo-
delu
Jakmile je takto pøipravený model s hrubou sítí a submodel, mù¾e se pøistoupit k samot-
ným výpoètùm.
Jak ji¾ bylo zmínìno vý¹e, nejprve se provede statická analýza modelu s hrubou sítí,
z ní¾ se urèí a ulo¾í do databáze posuvy ve v¹ech uzlech tohoto modelu. Následnì se
vytvoøí submodel, na nìj¾ se zadají nestandardní okrajové podmínky jako v na¹em pøípadì
symetrie, denují se hranice výøezu a z databáze modelu s hrubou sítí se nahrají na tyto
hranice posuvy jako zbývající okrajové podmínky. Následnì se provede statická analýza
submodelu a po ní následuje urèení lomových parametrù.
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Abych ovìøil, zda urèené lomové parametry mnou vytvoøeného modelu dávají smysl,
rozhodl jsem se provést celkem 3 zku¹ební analýzy vzorku s nevyhnutou trhlinou s cílem
ovìøit, zda výsledky vypoètených lomových parametrù odpovídají teorii z kap. 3. Jednou
takovou analýzou je zatí¾ení vzorku tahem, druhou pak zatí¾ení krutem a tøetí pak pøímo
zatí¾ení smykem.
5.4.1. Zatí¾ení tahem
Zatí¾ení tahem je realizováno jednodu¹e zmìnou radiálního posuvu, jak je tomu v pøípadì
smykového zatí¾ení, za posuv axiální na v¹echny uzly pøedstavující èelistmi upnutou èást
vzorku / modelu s hrubou sítí. Referenèní hodnotu posuvu jsem zvolil èistì náhodnì jako
uy = 0.1 mm a tak je simulována tahová zkou¹ka. Zatí¾íme-li takto vzorek s nevyhnu-
tou trhlinou, bude docházet pouze k jejímu rozevírání, jinými slovy bude zatí¾ena èistì
v módu I. Je tedy zøejmé, ¾e lze oèekávat vysoké hodnoty KI a hodnoty KII a KIII nulové
nebo zanedbatelnì malé. Dále je zøejmé, ¾e vzhledem k symetriènosti zatí¾ení lze oèeká-
vat konstantní prùbìh souèinitelù intenzity napìtí ve v¹ech místech podél èela obvodové
trhliny.
Obrázek 5.9: Prùbìh KI , KII a KIII podél èela obvodové trhliny v závislosti na úhlu ϕ
pøi zatí¾ení vzorku tahem.
Na obr. 5.10 je znázornìno, jaké hodnoty Ki byly získány výpoètem v programu AN-
SYS pro zatí¾ení krutem. Z obrázku je zøejmé, ¾e hodnoty Ki korespondují s tím, co bylo
napsáno vý¹e a mù¾eme tedy výpoèet prohlásit za platný.
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5.4.2. Zatí¾ení krutem
Realizovat zatí¾ení krutem není tak jednoduché, jako zatí¾ení tahem, proto¾e prvkùm 186
nelze pøedepsat rotace èi momenty jako okrajové podmínky. Toho lze docílit jedinì tak, ¾e
v¹echny uzly, jim¾ tyto podmínky chceme pøedepsat, svá¾eme s jedním uzlem tzv. master
uzlem1. Jedná se o ktivní prvek, který je v programu ANSYS je oznaèen èíslem 184,
a který je schopen pøenést právì vý¹e zmínìné rotace a momenty na v¹echny uzly s ním
svázané. V praxi to znamená, ¾e zamezíme-li v¹em uzlùm na jedné stranì, kde je vzorek
upnut v èelistech stroje, v¹echny stupnì volnosti a na druhé stranì vzorku uzly svá¾eme
s tímto master uzlem, kterému pøedepí¹eme silovou èi deformaèní okrajovou podmínku,
simulujeme tím zkou¹ku krutem, u které je obvodová trhlina zatí¾ena èistì v módu III.
Zatí¾ení je stejnì jako v pøípadì zatí¾ení tahem symetrické a tedy lze opìt oèekávat kon-
stantní a relativnì vysoké hodnoty KIII oproti zanedbatelným nebo nulovým hodnotám
KI a KII . Referenèní hodnotu momentu jsem zvolil náhodnì jako Mk = 10 000 N mm−1.
Obrázek 5.10: Prùbìh KI , KII a KIII podél èela obvodové trhliny v závislosti na úhlu ϕ
pøi zatí¾ení vzorku krutem.
Z obrázku je patrné, ¾e pøesnì tak, jak bylo oèekáváno, je prùbìh hodnot KIII podél
celého èela trhliny konstantní a hodnoty KI a KII jsou nulové.




Jakmile jsou ovìøené hodnoty lomových parametrù vypoèítaných pro namáhání vzorku
tahem a krutem, je tøeba ovìøit, zda i hodnoty u zatí¾ení smykem, které je stì¾ejní sou-
èástí této práce, jsou u vzorku s nevyhnutou trhlinou urèovány správnì. Realizace tohoto
zatí¾ení ji¾ byla popsána vý¹e v èástech 5.3.1 a 5.3.2, proto není nutné ji znovu opakovat.
Hodnoty K-faktorù
Zatí¾ení aplikované na trhlinu ji¾ není symetrické a prùbìh módù podél èela obvodové
trhliny v závislosti na úhlové souøadnici ϕ je zobrazeno na obr. 5.3. V prácích p. In¾. ®áka
[14, 7] a pí. doc. Ing. Jany Horníkové, Ph.D. [3], které se vìnovaly právì problematice
smykovì zatí¾ené nevyhnuté trhliny bylo zji¹tìno, ¾e prùbìh jednotlivých souèinitelù in-
tenzity napìtí podél èela obvodové trhliny lze pro jednotlivé zátì¾né módy popsat jedinou
rovnicí s pøedpisem:
KII(ϕ) = KII(0°) cos(ϕ) (5.1a)
KIII(ϕ) = KIII(90°) sin(ϕ). (5.1b)
Závislost souèinitelù intenzity napìtí KII a KIII je tedy sinusoida, u ní¾ se hodnoty KII
a KIII mìní v závislosti na úhlové souøadnici ϕ podél èela obvodové trhliny a maximálních
hodnot nabývají v místech KII(0°) a KIII(90°), dále pak KII(180°) a KIII(270°). Hodnoty
KII(0°) a KIII(90°), proto mù¾eme oznaèit jako amplitudy a jsou jedinou promìnnou pøi
urèování závislostí KII(ϕ) a KIII(ϕ). Tím je my¹leno, ¾e budeme-li mìnit délku trhliny,
èi její úhel vyhnutí, pøedpokládá se, ¾e se u KII(ϕ) a KIII(ϕ) bude mìnit pouze jejich
amplituda.
Na obr. 5.11 jsou znázornìny hodnotyKi, jak je spoèítal program ANSYS. HodnotyKi
byly spoèítány pro jednotlivé uzly podél èela trhliny. Abych ovìøil, zda skuteènì odpovídají
vý¹e zmínìným rov. 5.1a a 5.1b, prolo¾il jsem hodnoty jednotlivých Ki køivkou s daným
pøedpisem v programu Matlab. Bylo zji¹tìno, ¾e hodnoty KII se dají prolo¾it køivkou
KII(ϕ) = a1 cos(ϕ),
kde koecient a1 = 5.594MPa m
1
2 se odli¹uje od KII(0°) a¾ na tøetím desetinném místì
pouze o jednu tisícinu. Prolo¾ením hodnot KIII funkcí
KIII(ϕ) = a2 sin(ϕ),
získáme koecient a2 = 11.27MPa m
1
2 , který se opìt pomìrnì velmi pøesnì shoduje s hod-
notou KIII(90°). Pøesnost prolo¾ení byla programem Matlab denována koecientem de-
terminace R2, který pro obì køivky nabýval hodnot R2 = 1. V praxi to znamená, ¾e
ka¾dou zmìnu Ki dokonale popisuje zmìna úhlu ϕ u funkce køivky, jí¾ se hodnoty Ki pro-
kládají. Mù¾eme tedy øíct, ¾e takto prolo¾ené hodnoty KII a KIII se shodují s pøedpisy
rov. 5.1a resp. 5.1b.
Hodnoty J-integrálù
Obdobným zpùsobem lze popsat i prùbìhy J-integrálù. V èásti 3.15 bylo ukázáno, ¾e pro
lineárnì-elastický materiál lze J uva¾ovat jako rychlost ¹íøení trhliny G, pro kterou platil
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Obrázek 5.11: Prùbìh KI , KII a KIII podél èela nevyhnuté obvodové trhliny v závislosti
na úhlu ϕ pøi smykovém zatí¾ení vzorku.
princip superpozice jednotlivých zátì¾ných módù ze vztahù 3.14. Jestli¾e se tyto poznatky










Kombinací této rovnice s rovnicemi 5.1 a s pøihlédnutím k faktu, ¾e pro smykovì zatí¾ený
vzorek s nevyhnutou trhlinou je pøíspìvek KI nulový, byl navr¾en vztah, který nahrazuje
urèené hodnoty J-integrálu jedinou funkcí [3]:
J = J(0°) cos2(ϕ) + J(90°) sin2(ϕ). (5.3)
Na obr. 5.12 jsou znázornìny hodnoty J , jak byly pro tento typ zatí¾ení spoèítány
programem ANSYS. Tyto hodnoty byly, obdobnì jako v pøípadì hodnot Ki, prolo¾eny
køivkou s pøedpisem odpovídajícím rov. 5.3 v programu Matlab. Pøesnost prolo¾ení po-
psaná koecientem determinace byla R2 = 1. Opìt tedy lze øíct, ¾e zmìny hodnot J
popisuje daný model a tedy i rov. 5.3 dokonale.
5.4.4. Kvalita sítì a její vliv na hodnoty zkoumaných parametrù
Vzhledem k výsledkùm z pøedchozích èástí lze tedy øíct, ¾e model je s ve¹kerými nále¾i-
tostmi sestaven správnì. To v¹ak neznamená, ¾e hodnoty urèené programem ANSYS jsou
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Obrázek 5.12: Prùbìh J podél èela nevyhnuté obvodové trhliny v závislosti na úhlu ϕ pøi
smykovém zatí¾ení vzorku.
správné. Prozatím se toti¾ posuzovaly pouze z kvalitativního hlediska a bylo zji¹tìno,
¾e hodnoty lomových parametrù podél èela obvodové odpovídají oèekávání pro v¹echny
zkoumané typy zatí¾ení.
Abychom mohli øíct, ¾e hodnoty spoèítané programem ANSYS jsou skuteènì správné
a pou¾itelné v praxi, musíme je¹tì posoudit hledisko kvantitativní. Toho se v MKP úlo-
hách dosáhne posouzením kvality sítì a jejího vlivu na námi zkoumané parametry. U úloh
statických analýz obvykle staèí sí» zjemòovat, dokud nedosáhneme po¾adovaného pro-
centuálního rozdílu mezi zkoumanými parametry (obvykle 5%), èím¾ se rovnì¾ dosáhne
optimálního pomìru mezi výpoètovým èasem a kvalitou výsledkù.
Pøi øe¹ení takto komplexního problému, jako je tato diplomová práce, v¹ak nelze s jis-
totou øíci, ¾e kvalita výsledkù zále¾í pouze na jemnosti sítì, která se navíc musí vy¹etøovat
zvlá¹» jak pro model s hrubou sítí, tak pro submodel. Dále je navíc tøeba si uvìdomit, ¾e
nejdùle¾itìj¹í oblastí pøi øe¹ení problémù lomové mechaniky je oblast okolo èela trhliny.
Proto je tøeba navíc spolu s kvalitou sítì vy¹etøit, jaký vliv na hodnoty lomových para-
metrù má velikost a poèet singulárních elementù. V¹echny tyto poznatky je pak tøeba
zkombinovat do co nejvhodnìj¹í podoby, aby výsledky byly dostateènì pøesné a výpoèet
netrval zbyteènì dlouhou dobu.
Pøi kvalitativním ovìøování výsledkù lomových parametrù jsem tedy nejprve zvlá¹»
vy¹etøil kvalitu sítì submodelu s referenèní velikostí a poètem singulárních elementù
(r = a/15 a n = 16), vzta¾enou k referenèní hrubé síti modelu, kde tento model s hru-
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bou sítí mìl ve výsledku 18 414 elementù. Bylo zji¹tìno, ¾e pøi takovýchto referenèních
hodnotách nemìla zmìna kvality sítì submodelu na výsledné hodnoty parametrù lomové
mechaniky skoro ¾ádný vliv a rozdíly mezi jednotlivými hodnotami se pohybovaly v de-
setinách procenta. Pro uva¾ovanou délku trhliny a = 0.2 mm znázoròuje rozdíly hodnot
lomových parametrù následující tabulka:
Poèet prvkù submodelu KII(0°) KIII(90°) max(%)
100 440 169.6 341.7
300 060 169.3 341.5 0.18%
1 024 020 169.8 341.9 0.35%
Tabulka 5.1: Znázornìní kvality sítì submodelu na hodnoty K
Dále jsem provedl obdobnou analýzu pro kvalitu sítì modelu s hrubou sítí. Zde byl
naopak referenèní submodel o 300 060 prvcích se stejným polomìrem a poètem singuláních
elementù jako v pøedchozím pøípadì, tedy r = a/15 a n = 16 a rozdíly byly, pøi stejné
délce trhliny a = 0.2 mm, ji¾ výraznìj¹í:
Poèet prvkù modelu s hr. sítí KII(0°) KIII(90°) max(%)
18 414 165.6 333.5
49 068 169.3 341.5 2.4%
177 408 170.13 343.1 0.5%
Tabulka 5.2: Znázornìní kvality sítì modelu s hrubou sítí na hodnoty K
Na závìr jsem ovìøil kvalitu sítì v blízkém okolí trhliny. Jak ji¾ bylo vý¹e zmínìno, tak
do této chvíle byl referenèní polomìr singulárních elementù a/15 a jejich poèet celkem 16.
Pøi takovéto hodnotì polomìru staèí pøi tvorbì 3D modelu rotací jeden prvek na ka¾dý
1° tak, aby byly dodr¾eny dostateènì malé pomìry stran elementù.
Zmen¹ování polomìru singulárních elementù vede k tomu, ¾e se zmen¹í i prvky na
nì navazující a takovéto celkové zmen¹ení sítì v okolí trhliny vede k tomu, ¾e je tøeba
pøidávat poèty prvkù v obvodovém smìru pøi tvorbì 3D sítì tak, aby byl zachován dosta-
teènì malý pomìr stran prvkù. Konkrétnì pøi polomìru a/15 jsem zmiòoval jeden prvek
ka¾dý 1°, pøi a/28 to jsou 4 prvky na ka¾dý 1°, tedy dochází k ètyønásobnému navý¹ení
celkového poètu prvkù submodelu. Zvìt¹ení poètu singulárních elementù v okolí èela trh-
liny vede k obdobné situaci, navíc se v¹ak zvý¹í poèet integrovaných elementù, co¾ vede
k nìkolikanásobnì del¹ím výpoètùm hodnot lomových parametrù. Standardní doba ce-
lého výpoètu pro polomìr a/15 byla na daném poèítaèi zhruba pùl hodiny. Navý¹ením
poètu singulárních elementù ze 16 na 32 se doba výpoètu protáhla a¾ na dvì a pùl hodiny.
Zmen¹ením polomìru z a/10 na a/15, ani pøidáním poètu singulárních elementù, se v¹ak
nedosáhlo nijak výrazného procentuálního rozdílu mezi hodnotami lomových parametrù.
Ty byly obdobnì jako pøi vy¹etøování kvality sítì submodelu v desetinách procenta.
Vzhledem k tomu, ¾e výpoètový èas se pro jednotlivé modely (vyjma toho s milionem
prvkù) nijak zvlá¹» neli¹il, rozhodl jsem se, a to hlavnì z estetických dùvodù, volit støední
poèty prvkù jak pro model s hrubou sítí, tak submodel, pro který jsem navíc zvolil 16




Aby bylo mo¾né urèit závislosti lomových parametrù na promìnných a a α, je nejprve
nutné zjistit, jak se Ki a J budou chovat pøi vyhnutí trhliny. Proto jsem provedl výpoèet
s trhlinou délky a = 0.5 mm a úhlem vyhnutí α = 45°. Tímto výpoètem jsem zjistil, ¾e
pøi zmìnì úhlu α dochází podél èela trhliny k indukci módu I, jeho¾ souèinitel intenzity
napìtíKI je, stejnì jako tomu bylo v pøípadì nevyhnuté trhliny pro souèiniteleKII aKIII ,
mo¾né popsat sinusoidou. Toto je znázornìno na obr. 6.1.
Obrázek 6.1: Prùbìh KI , KII a KIII podél èela obvodové trhliny vyhnuté o úhel α = 45°
v závislosti na úhlu ϕ pøi smykovém zatí¾ení vzorku.
Prolo¾ením bodù (Ki) získaných pro jednotlivé uzly podél èela trhliny v programu
Matlab byly ovìøeny závislosti:
KI(ϕ) = KI(0°) cos(ϕ) (6.1a)
KII(ϕ) = KII(0°) cos(ϕ) (6.1b)
KIII(ϕ) = KIII(90°) sin(ϕ). (6.1c)
Obdobnì jako v pøípadì nevyhnuté trhliny, byla pøesnost prolo¾ení denována koecien-
tem determinace R2, který pro v¹echny køivky nabýval hodnot R2 = 1. Dále je s pøihléd-
nutím k obr. 6.1 a rov. 6.1a zøejmé, ¾e v místì ϕ = 0°) dosahuje KI svého maxima. V praxi
to znamená, ¾e v tomto místì dochází k nejvìt¹ímu rozevírání trhliny. Od ϕ = 90°) pøe-
chází hodnoty souèinitelù intenzity napìtí do záporných hodnot, èím¾ je naznaèeno, ¾e
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trhlina pøechází z tahové napjatosti do napjatosti tlakové. Z fyzikálního hlediska v¹ak in-
terpretace záporných KI není správná. Pro líce takových trhlin, které le¾í v poli èásteèné
èi úplné tlakové napjatosti, se pøedpokládá jejich èásteèné nebo úplné uzavøení a nemo¾-
nost vzájemné penetrace. Vzniká zde tedy plo¹ný kontakt, který v praxi pozmìní hodnoty
nebo rozlo¾ení KI podél èela takové trhliny. Vzhledem k tomu, ¾e pro tento model nebyl
kontakt lící trhliny brán v zøetel, je tøeba brát hodnoty KI(ϕ > 90°) s rezervou [15].
Pro hodnoty J-integrálù vzorku s trhlinou délky a = 0.5 mm a úhlu vyhnutí α = 45°
platí rov. 5.2 a 5.3 beze zmìny. To proto, ¾e mód I i mód II lze popsat stejnou funkcí
kosinus. Zmìna se tedy projeví pouze na amplitudì J(0°), nikoliv v¹ak v celé rov. 5.3.
Obr. 6.2 jasnì demonstruje, ¾e hodnoty J urèené objemovou integrací v programu
ANSYS a vypoèítané pomocí rov. 5.3 a hodnot Ki jsou prakticky toto¾né.
(a) (b)
Obrázek 6.2: Obr. 6.2a znázoròuje prùbìh J podél èela obvodové trhliny vyhnuté o úhel
α = 45° v závislosti na úhlu ϕ pøi smykovém zatí¾ení vzorku. Èervenì jsou znázornìny
hodnoty urèené zK faktorù, modøe pak hodnoty urèené pomocí objemové integrace v pro-
gramu ANSYS. Obr. 6.2b je pouze detail tého¾, na nìm¾ lze názornìji zobrazit zanedba-
telnost rozdílù jednotlivých metod.
Z dùvodu jasné závislosti J na Ki se následující èást práce budou vìnovat
pouze zmìnám hodnot Ki v závislosti na parametrech a a α.
6.1. Závislost délky trhliny a úhlu jejího vyhnutí na
hodnoty Ki
V pøedchozí èásti bylo zji¹tìno, ¾e zmìnou úhlu vyhnutí dochází k indukci módu I. Dále
bylo prokázáno, ¾e v¹echny souèinitele intenzity napìtí lze popsat goniometrickými funk-
cemi (viz. rov. 6.1). Zmìnou úhlu α a zmìnou délky trhliny a se v tìchto rovnicích budou
mìnit pouze jejich amplitudy KI(0°), KII(0°) a KIII(90°). Následující nomogramy tedy
popisují závislosti jednotlivých amplitud Kia na parametrech a a α.
Body na obr. 6.3 a 6.4 znázoròují výsledky výpoètù programu ANSYS pro konkrétní






Obrázek 6.3: Nomogramy 6.3a, 6.3b, 6.3c znázoròují závislost amplitud Kia na délce
trhliny, kde jednotlivé køivky odpovídají trhlinì vyhnuté o daný úhel α.
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6.1. ZÁVISLOST DÉLKY TRHLINY A ÚHLU JEJÍHO VYHNUTÍ NA HODNOTY KI
(a) (b)
(c)
Obrázek 6.4: Nomogramy 6.4a, 6.4b, 6.4c znázoròují závislost amplitud Kia na úhlu vy-
hnutí trhliny α, kde jednotlivé køivky odpovídají trhlinì o urèité délce a.
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Èíselnì jsou výsledky z obr. 6.3 znázornìny takté¾ v tab. 6.1, kde jednotlivé hodnoty
v ní zapsané udávají pomìr mezi hodnotami amplitud Kia pro nejdel¹í a nejkrat¹í poèíta-
nou délku trhliny. Prùbìhy tìchto pomìrù byly v závislosti na úhlové souøadnici ϕ, která
udává polohu na èele obvodové trhliny vzorku, konstantní, a to pro v¹echny amplitudy







0° - 2.34 1.51
15° 2.26 2.33 1.50
30° 2.21 2.29 1.48
45° 2.16 2.26 1.44
60° 2.12 2.77 1.39
75° 2.1 1.94 1.33
Tabulka 6.1: Pomìr mezi hodnotami amplitudKia pro nejdel¹í a nejkrat¹í poèítanou délku
trhliny.
6.2. Ovìøení výsledkù experimentálnì namìøenými hod-
notami
Pro válcový vzorek o prùmìru 2b s obvodovou trhlinou délky c byly pro rùzné typy na-
máhání experimentálnì namìøeny závislosti, které jsou zobrazeny na obr. 6.5 [16],
Obrázek 6.5: Hodnoty bezrozmìrného souèinitele intenzity napìtí K pro válcový vzorek
s obvodovou trhlinou. [16]
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6.2. OVÌØENÍ VÝSLEDKÙ EXPERIMENTÁLNÌ NAMÌØENÝMI HODNOTAMI
kde M oznaèuje ohybový moment, N tahovou sílu a T kroutící moment. Hodnoty K
udávají hodnotu tzv. bezrozmìrného souèinitele intenzity napìtí, který se pro jednotlivé

























Hodnoty bezrozmìrnýchK lze vyèíst z grafu (6.5), nebo je lze urèit pomocí pøibli¾ných
vzorcù, získaných aproximací experimentálnì namìøených hodnot s pøesností obvykle do
jednoho procenta [16].
Uva¾ujeme-li vzorek s nevyhnutou trhlinou zatí¾ený smykovì tak, jak bylo popsáno
v kap. 5, pak jediná místa podél èela trhliny, která nás budou zajímat jsou místa, kde je
trhlina vystavena èistému zátì¾nému módu III. Toto místo A je znázornìno na obr. 6.6 a
kroutící moment v nìm je snadné spoèítat dle vztahu:
MkA = T = Fr. (6.3)
Obrázek 6.6: A oznaèuje místo, kde se vyskytuje pouze èistý mód III. Kroutící moment
v tomto místì lze spoèítat dle rov. 6.3
Dále je tøeba brát v potaz, ¾e s rostoucí délkou trhliny se rovnì¾ mìní i rameno r.































kde jako a a b jsou oznaèeny specické rozmìry z obr. 6.5.
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Obrázek 6.7: Hodnoty KIII(ϕ = 90°) v závislosti na délce trhliny.
Se znalostí jednotlivých K a T (MkA) pro rùzné délky trhlin staèí dosadit do rov. 6.2c,
urèit hodnoty souèinitelù intenzity napìtí v místì A a tyto hodnoty porovnat s hodnotami
urèenými v programu ANSYS.
Proto¾e je vidìt, ¾e nejménì se hodnoty li¹í v místì, kde je trhlina nejkrat¹í, rozhodl
jsem se provést je¹tì jednu analýzu, kdy jsem ponechal trhlinu konstantní délky a =
0.2mm a mìnil délku vrubu, tak aby pøírùstek celkové délky c odpovídal pøírùstku trhliny
z obr. 6.7. V praxi to znamená, ¾e pøi zmìnì délky trhliny z a = 0.2 mm na a = 1.2 mm
pro první analýzu musíme prodlou¾it vrub z v = 6.5 mm na v = 7.5 mm pro druhou
analýzu tak, aby celková délka c = a+ v z obr. 6.5 zùstala v obou pøípadech zachována.
Obrázek 6.8: Hodnoty KIII(ϕ = 90°) v závislosti na celkové hloubce vrubu s trhlinou c.
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7. Závìr
Tato diplomová práce navazuje a roz¹iøuje práce zpracovávané v rámci rozsáhlého
èesko-rakouského projektu, jeho¾ cílem bylo experimentální ovìøení pøístupù vedoucích
k popisu ¹íøení trhlin zatí¾ených ve smykových módech. K tomuto úèelu byl na ústavu
materiálového in¾enýrství Erich Schmid v Rakouském Lubnu vyvinut speciální test po-
psaný v kap. 5. Obvodová trhlina u vzorku zatì¾ovaném na tomto testovacím zaøízení je
podél svého èela vystavena kombinaci èistých nebo smí¹ených módù II a III.
Cílem této práce je pro vý¹e zmínìný typ zatí¾ení posoudit napjatost a deformaci na
èele vyhnutých trhlin, jinými slovy posoudit vliv délky trhliny a a úhlu jejího vyhnutí α
na napjatostní a deformaèní podmínky v blízkém okolí jejího èela.
V kap. 3 bylo ukázáno, ¾e tyto podmínky lze v rámci LELM jasnì popsat jediným
parametrem Ki, popøípadì J , který má sice své koøeny v oblasti EPLM, nicménì byl
prokázán jeho jasný vztah ke Ki. (rov. 5.2) v oblasti LELM.
Aby bylo mo¾né tyto parametry urèit, byl sestrojen model v programovém prostøedí
ANSYS, na nìm¾ byla simulována daná zkou¹ka pro urèitou délku trhliny vyhnutou pod
urèitým úhlem. Výstupem z takové jedné analýzy byla sada hodnot Ki a J podél celého
èela trhliny. Celkem bylo takto provedeno okolo stovky výpoètù pro délky trhliny od
a = 0.2 mm do a = 1.2 mm a pro úhly vyhnutí od α = −75° do α = 75°, za úèelem získání
dostateènì velkého souboru dat ke kvalitnímu posouzení výstupù.
Bylo prokázáno, ¾e pøi daném typu zatí¾ení dochází pøi vyhnutí trhliny k indukci
módu I a tento jev je nejvíce patrný mezi α = −20° a α = 20°, viz. obr. 6.3a a 6.4a,
kde je tento rùst znázornìn rostoucí amplitudou KIa . Je zøejmé, ¾e roste-li resp. klesá-li
amplituda Kia , pak po celém obvodu èela trhliny roste resp. klesá i konkrétní hodnota
Ki(ϕ) v daném místì. Zatímco s rostoucím úhlem vyhnutí KIa nadále narùstá, ostatní
souèinitelé KIIa a KIIIa klesají. Velmi zajímavým se jeví úhel α ≈ 62°, ve kterém zároveò
KIa nabývá své maximální hodnoty a KIIa klesne na nulu. V praxi to znamená, ¾e pro
globálnì smykovì zatí¾ený vzorek s trhlinou, je tato trhlina v místì ϕ = 0° a ϕ = 180°
namáhána èistì v módu I! Pro v¹echna ostatní místa podél èela trhliny vzorku je trhlina
namáhána kombinací I+III, vyjma míst ϕ = 90° a ϕ = 270°, kde je nadále namáhána
èistým módem III tak, jako tomu bylo i v pøípadì nevyhnuté trhliny. Pro jakékoliv jiné
úhly α je pak trhlina, opìt vyjma míst ϕ = 90° a ϕ = 270°, namáhána kombinací módù
I+II+III. Zajímavým výsledkem je rovnì¾ fakt, ¾e hodnoty KIa pøesahují hodnoty KIIa
ji¾ pøi úhlu α ≈ 25 a ¾e maximální hodnoty KIa pøesahují maximální hodnoty KIIa pro
jakoukoliv délku trhliny témìø o 2 MPa m
1
2 .
V kap. 3 bylo zmínìno, ¾e vìt¹ina materiálù je citlivìj¹í k lomu pøi normálových taho-
vých napìtích spí¹e ne¾ pøi napìtích smykových, které k ¹íøení trhliny obvykle nevedou,
tedy KIc > KIIc, KIIIC . Vzhledem k faktu, ¾e v reálných souèástech èi konstrukcích není
trhlina nikdy vystavena jednoosé napjatosti a ¾e trhlina nebývá nikdy dokonale rovinná
a nevyhnutá, je mo¾né, ¾e právì tento velký nárùst módu I, pøi malém vyhnutí trhliny
jinak zatí¾ené smykem, mù¾e být také dùvodem jejího odklonu do tohoto módu, ve kterém
se pak primárnì ¹íøí.
Proto¾e pøi zmìnì délky trhliny není závislost Kia(a) lineární jako spí¹e mocninná, pak
pøehledný popis poskytuje navíc tab. 6.1, v ní¾ jsou jednotlivé hodnoty urèené jako pomìr
mezi Kia nejdel¹í a nejkrat¹í poèítanou délkou trhliny. Z tab. 6.1 a obr. 6.3a je patrné, ¾e
pøesto¾e s rostoucí délkou trhliny jednotlivé amplitudy Kia rostou, jejich pomìr nepatrnì
klesá. Výjimka nastává pro hodnotu KIIa u trhliny vyhlé o úhel α = 60, av¹ak pro
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tento úhel ji¾ bylo vý¹e prokázáno, ¾e jeho hodnoty se blí¾í nule, tedy lze tuto odchylku
pova¾ovat za pøípustnou.
Ovìøení hodnot Ki a J urèených výpoètem v programu ANSYS bylo popsáno v kap.
5, ve zkratce se sestávalo z posouzení hodnot urèovaných pro rùzné typy zatì¾ování. Pro
zatí¾ení tahem se oèekávaly vysoké hodnoty KI oproti nulovým nebo zanedbatelnì malým
hodnotám KII a KIII , zatímco pro zatí¾ení vzorku krutem naopak vysoké hodnoty KIII
oproti nulovým nebo zanedbatelnì malým hodnotám KI a KII . Pro smykové zatí¾ení
zpracovávané v této práci bylo ji¾ døíve ovìøeno, ¾e závislosti KII(ϕ) a KIII(ϕ) popisují
funkce sinus a kosinus. V¹echny tyhle pøedpoklady model splòoval, navíc v¹ak bylo je¹tì
provedeno porovnání s experimentálnì zji¹tìnými hodnotami. Jak bylo toto porovnání
provedeno je popsáno v èásti 6.2, výstupem je pak obr. 6.7. Jak ji¾ bylo psáno, tak
pouze první hodnota se velmi blí¾í experimentálnì aproximovaným hodnotám a s rostoucí
délkou trhliny se tento rozdíl nadále prohlubuje. Proto jsem se rozhodl provést je¹tì jednu
analýzu, která je rovnìz popsána v èásti 6.2 a jejím výstupem je pak obr. 6.8. Zde je vidìt,
¾e nejen¾e nejvìt¹í rozdíl mezi výpoèty a experimenty je zhruba 3.2%, ale i charakter
køivky se výraznì zmìnil a nyní koresponduje s køivkou experimentální.
Proto je nasnadì se nyní ptát, jak byly tyto experimenty provádìny a vzhledem k tomu,
¾e v literatuøe, z které jsem èerpal [16], úplný popis experimentu uveden nebyl, se dá pøed-
pokládat, ¾e spí¹e ne¾ pro rostoucí délku trhliny byly tyto experimenty konstruovány pro
rostoucí délku vrubu. Rozdíl mezi vypoèítanými hodnotami pro rostoucí délku trhliny
a rostoucí délku vrubu s malou poèáteèní trhlinou na nìm umístìnou, pøi stejném para-
metru c (viz. obr. 6.5), je velmi výrazný. Proto by tato práce mohla poslou¾it jako námìt
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Seznam pou¾itých zkratek a symbolù
Zkratky
CTOD z anglického crack tip opening displacement, neboli rozevøení na èele trhliny
EPLM Elasto-plastická lomová mechanika
HMH Huber-von Mises-Hencky
LELM Lineárnì-elastická lomová mechanika
MHP Metoda hranièních prvkù
MKP Metoda koneèných prvkù




~n jednotkový normálový vektor [−]
A lomová plocha [m2]
a délka trhliny [m]
at celková délka trhliny [m]
B ¹íøka tìlesa [m]
C poddajnost [m N−1]
E Youngùv modul pru¾nosti [Pa]
F síla [N]
fij funkce udávající závislost napìtí na typu nespojitosti [−]
G rychlosti rùstu trhliny, hnací síla trhliny [J m−2,N m−1]
GC lomová hou¾evnatost materiálu [J m−2]
Gs modul pru¾nosti ve smyku [Pa]
J J-integrál [N m−1]
JC lomová hou¾evnatost materiálu [J m−2]
k tvarová funkce [−]





Kia amplituda souèinitelù intenzity napìtí (i = I, II, III) [Pa m
1
2 ]
KiC lomová hou¾evnatost materiálu [Pa m
1
2 ]
MK kroutící moment [N m]
Ni tvarová funkce odpovídající uzlu i [−]
r vzdálenost od èela trhliny [m]
R2 koecient determinace [−]
rp polomìr plastické zóny [m]
ti vektor povrchových sil [m]
U deformaèní energie ulo¾ená v tìlese s trhlinou [J]
U∗ doplòková deformaèní energie v tìlese s trhlinou [J]
ui,j slo¾ky vektoru posuvù v okolí èela trhliny [m]
W celková energie systému, celková potenciální energie [J]
w hustota deformaèní energie [J m−3]
WF energie spojená s prací vnìj¹ích sil [J]
Ws práce spojená s tvorbou nových povrchù [J]
Wel elastická energie, deformaèní energie ulo¾ená v tìlese [J]
Øecké symboly
α úhel vyhnutí trhliny [°]
∆ posuv [m]
δ CTOD, rozevøení trhliny [m]
δij Kroneckerova delta [−]
η souøadnice v parametrickém souøadném systému prvku [−]
Γ integraèní cesta [−]
µ Poissonova konstanta [−]
σ napìtí [Pa]
σij slo¾ky tenzoru napìtí [Pa]
θ úhlová souøadnice pozice okolo èela trhliny [°]
εij slo¾ky tenzoru pøetvoøení [−]
ϕ úhlová souøadnice pozice na obvodu válcového zk. tìlesa [°]
ξ souøadnice v parametrickém souøadném systému prvku [−]
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